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1 Êðàòêèé îáçîð

Äëÿ çàäà÷è dynamic connectivity problem ñóùåñòâóåò ïðîñòîå O�ine
ðåøåíèå çà âðåìÿ O(k log k), ãäå k � îáùåå êîëè÷åñòâî çàïðîñîâ. Ýòî
ðåøåíèå â 1992-ì ãîäó ïðåäëîæèë David Eppstein, ïîäðîáíîå îïèñàíèå
ìîæíî íàéòè â ñòàòüå [3].

Äëÿ çàäà÷è dynamic 2-edge-connectivity problem ëó÷øåå Online ðåøåíèå
ïðåäëîæèë â 2000-ì ãîäó Mikkel Thorup [4]. Çàïðîñ èçìåíåíèÿ
ãðàôà îáðàáàòûâàåòñÿ çà âðåìÿ O(log3 n log log n). O�ine ðåøåíèé,
ïðåâîñõîäÿùèõ äàííîå ïî àñèìïòîòèêå, íå ñóùåñòâóåò.

Äàííàÿ ðàáîòà îïèñûâàåò ïðîñòîå O�ine ðåøåíèå çàäà÷è dynamic 2-
edge-connectivity problem, ðàáîòàþùåå çà âðåìÿ O(k log k), ãäå k � îáùåå
êîëè÷åñòâî çàïðîñîâ.

Êðîìå íîâîãî àëãîðèòìà çà O(k log k) äëÿ dynamic 2-edge-connectivity
problem â äàííîé ðàáîòå îïèñàíû ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ Of-
�ine ðåøåíèé dynamic graph problems. Ïîäõîäû ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà
ïðèìåðå dynamic connectivity problem.

2 Ââåäåíèå

2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ýòîé ðàáîòå ðå÷ü ïîéäåò î çàäà÷àõ ïîèñêà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
è êîìïîíåíò ðåáåðíîé äâóñâÿçíîñòè â äèíàìè÷åñêè ìåíÿþùèõñÿ
íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðàôàõ. Ãðàôîì G íàçûâàåòñÿ 〈V,E〉, ãäå V �
ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà, E ⊂ V × V � ìíîæåñòâî ðåáåð ãðàôà. |V |
îáîçíà÷èì çà n, |E| îáîçíà÷èì çà m.
Çàïðîñû èçìåíåíèÿ ãðàôà:

1. Äîáàâèòü ðåáðî
2. Óäàëèòü ðåáðî

Òàêèå çàïðîñû ÿ, ñëåäóÿ òåðìèíîëîãèè, ââåäåííîé â àíãëîÿçû÷íîé
ëèòåðàòóðå, áóäó íàçûâàòü update-çàïðîñàìè.

Çàïðîñû ê òåêóùåìó ñîñòîÿíèþ ñòðóêòóðû äàííûõ:

1. Äëÿ äâóõ âåðøèí îïðåäåëèòü, ëåæàò ëè îíè â îäíîé êîìïîíåíòå
ñâÿçíîñòè (è, ñîîòâåòñòâåííî, ðåáåðíîé äâóñâÿçíîñòè).

2. Äëÿ ãðàôà ñêàçàòü, ñêîëüêî â íåì êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè (ðåáåðíîé
äâóñâÿçíîñòè).

Òàêèå çàïðîñû ÿ áóäó íàçûâàòü get-çàïðîñàìè.
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2.2 Îáîçíà÷åíèÿ

Îáùåå êîëè÷åñòâî çàïðîñîâ (è update-çàïðîñîâ, è get-çàïðîñîâ) ÿ áóäó
îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì k.

Äëÿ ïðîñòîòû îöåíêè âðåìåíè ñëîæíîñòè îïèñàííûõ íèæå àëãîðèòìîâ,
ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô èçíà÷àëüíî ïóñò. Åñëè ìû õîòèì, ÷òîáû
â íåì èçíà÷àëüíî óæå áûëî m ðåáåð, ìîæíî äîáàâèòü èõ, ñäåëàâ
äîïîëíèòåëüíûå update-çàïðîñû äîáàâëåíèÿ.

Â íåêîòîðûõ àëãîðèòìàõ äëÿ àíàëèçà ñëîæíîñòè ìíîé èñïîëüçóåòñÿ
îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ Àêêåðìàíà. Ïðè÷èíà åå ïîÿâëåíèÿ â ìîåé ðàáîòå
� ïðèìåíåíèå ÑÍÌ (Ñèñòåìû Íåïåðåñåêàþùèõñÿ Ìíîæåñòâ). Êàê
èçâåñòíî èç[1], àìîðòèçàöèîííîå âðåìÿ íà îäèí çàïðîñ ó ýòîé ñòðóêòóðû
äàííûõ ðàâíî α(n,m). Â ýòîé ðàáîòå äëÿ êðàòêîñòè è êðàñîòû ôîðìóë
ÿ áóäó èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå α.

Â ðàáîòå ÿ ïîëüçóþñü òåðìèíàìè o�ine çàäà÷à, online çàäà÷à. Ïðè
ðàçðàáîòêå ñòðóêòóð äàííûõ, îòâå÷àþùèõ íà ïîëüçîâàòåëüñêèå çàïðîñû
âîçìîæíà îäíà èç äâóõ ñèòóàöèé:

1. Âñå çàïðîñû èçâåñòíû çàðàíåå. Â òàêîì ñëó÷àå ýòî o�ine çàäà÷à.
2. Ïåðåä îòâåòîì íà ñëåäóþùèé çàïðîñ, íóæíî îáÿçàòåëüíî îòâåòèòü

íà ïðåäûäóùèé. Â òàêîì ñëó÷àå ýòî online çàäà÷à.

2.3 Àíãëîÿçû÷íûå òåðìèíû

Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ðàáîòû ÿ áóäó ïîëüçîâàòüñÿ íàçâàíèÿìè çàäà÷,
çàèìñòâîâàííûìè èç àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðû.
Çàäà÷è, çàêëþ÷àþùèåñÿ â ïîääåðæêå

1. êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
2. êîìïîíåíò ðåáåðíîé äâóñâÿçíîñòè
3. ìèíèìàëüíîãî ïî âåñó îñòîâíîãî äåðåâà

íà äèíàìè÷åñêè ìåíÿþùèõñÿ ãðàôàõ, â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå
íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî

1. fully dynamic connectivity
2. fully dynamic 2-edge-connectivity
3. fully dynamic minimum spanning tree

Òåðìèí ¾ìèíèìàëüíîå ïî âåñó îñòîâíîå äåðåâî¿ ÿ äëÿ êðàòêîñòè áóäó
îáîçíà÷àòü MST (ñîêðàùåíèå îò minimum spanning tree).
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2.4 Êðàòêî î ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ

Ðàáîòà ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ãëàâ. Ðàçáèåíèå íà ãëàâû ñäåëàíî òàêèì
îáðàçîì, ÷òî ÷èòàòü ãëàâû ñëåäóåò ïîñëåäîâàòåëüíî.

Â ãëàâå [3] ïîäðîáíî îïèñàíà èñòîðèÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è. Â ãëàâå
[4] îïèñàíû âñïîìîãàòåëüíûå ñòðóêòóðû äàííûõ, èñïîëüçóåìûå çàòåì â
ðåøåíèÿõ çàäà÷ fully dynamic connectivity è 2-edge-connectivity.
Â ãëàâå [5] äàíî ÷åòêîå îïèñàíèå ôîðìàòà âõîäíûõ äàííûõ àëãîðèòìîâ,
êîòîðûå áóäóò ðåøàòü çàäà÷è fully dynamic connectivity è 2-edge-
connectivity.
Äàëåå â ãëàâå [6] ïîäðîáíî îïèñàíû èçâåñòíûå ìíå o�ine ðåøåíèÿ fully
dynamic connectivity problem. Â êîíöå ýòîé ãëàâû [6.5] äàíî îïèñàíèå
íîâîãî o�ine àëãîðèòìà.
Íàêîíåö, â ãëàâå [7] ïðåäñòàâëåíà ñàìàÿ èíòåðåñíàÿ ÷àñòü ðàáîòû �
íîâîå o�ine ðåøåíèå fully dynamic 2-edge-connectivity problem. Â òîé æå
ãëàâå, â ÷àñòè [7.1], îïèñàíî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è â ñëó÷àå êîãäà
ðåáðà òîëüêî äîáàâëÿþòñÿ â ãðàô.

3 Ñóùåñòâóþùèå ðåøåíèÿ

Ïðåæäå âñåãî ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî îïèñàíèå ñóùåñòâóþùèõ ðåøåíèé óæå
õîðîøî èçëîæåíî â [5] è â [4].

Òåîðåìà 3.1 : Åñëè çàäà÷à fully dynamic minimum spanning tree èìååò
ðåøåíèå, îáðàáàòûâàþùåå k çàïðîñîâ çà âðåìÿ f(k), òî çàäà÷à fully dy-
namic connectivity, èìååò ðåøåíèå, îáðàáàòûâàþùåå k çàïðîñîâ çà âðåìÿ
O(f(k))
Äîêàçàòåëüñòâî: ïîäðîáíî î ñâåäåíèè ìîæíî ïðî÷èòàòü â [2] (ñòð. 21-
22).

Äàëåå ÿ ïðèâåäó äîñòèæåíèÿ ïî ðåøåíèþ çàäà÷è fully dynamic
connectivity problem è fully dynamic 2-edge-connectivity problem â
õðîíîëîãè÷åñêîì ïîðÿäêå. Ïî÷òè âñå îöåíêè âðåìåíè ðàáîòû, óêàçàííûå
íèæå, àìîðòèçàöèîííûå.

Çàäà÷à fully dynamic connectivity

×èòàÿ íèæåïðèâåäåííûé ñïèñîê, âàæíî ïîìíèòü òåîðåìó [3.1].

1985 � Fredrickson èçîáðåë íîâóþ ñòðóêòóðó äàííûõ, topology trees. Ýòà
ñòðóêòóðà äàííûõ ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷ó fully dynamic minimum span-
ning tree çà âðåìÿ O(

√
m) íà îäèí update-çàïðîñ è O(log n) íà îäèí get-

çàïðîñ [2].
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1992 � Eppstein et al. óëó÷øèëè âðåìÿ íà update-çàïðîñ äî O(
√
n). Îäèí

get-çàïðîñ îáðàáàòûâàåòñÿ â ýòîì àëãîðèòìå çà âðåìÿ O(1). Äëÿ ýòîãî
îíè èñïîëüçîâàëè sparsi�cation technique [6].

1992 � Eppstein ïðåäëîæèë O�ine àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ fully dynam-
ic minimum spanning tree, îáðàáàòûâàþùèé k update-çàïðîñîâ çà âðåìÿ
O(k log k) [3].

1995 � Monika Henzinger è Valerie King ïðåäëîæèëè ïåðâûé
ïîëèëîãàðèôìè÷åñêèé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ fully dynamic minimum
spanning tree. Àëãîðèòì áûë ðàíäîìèçèðîâàííûì è update-çàïðîñû
îáðàáàòûâàë çà O(log3 n), à get-çàïðîñû çà âðåìÿ O(log n/ log log n) [13].

1996 � Monika Henzinger è Mikkel Thorup óëó÷øèëè ðàíäîìèçèðîâàííóþ
èäåþ 1995-ãî ãîäà äî O(log2 n) íà çàïðîñ.

1997 � Monika Henzinger è Valerie King ïðåäëîæèëè äåòåðìèíèðîâàííûé
àëãîðèòì îáðàáàòûâàþùèé update-çàïðîñ çà âðåìÿ O(n

1
3 log n) è get-

çàïðîñ çà âðåìÿ O(1) [11]

1998 � Mikkel Thorup, Jacom Holm, Kristian Lichtenberg ïðåäëîæèëè
äåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì ñ îöåíêîé O(log2 n) íà update-çàïðîñ,
O(log n/ log log n) íà get-çàïðîñ è èñïîëüçóåìîé ïàìÿòüþ O(m+n log n)[5].

2000 � Mikkel Thorup ïðåäëîæèë äåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì ñ
îöåíêîé O(log n log log3 n) íà update-çàïðîñ, O(log n/ log log log n) íà get-
çàïðîñ è èñïîëüçóåìîé ïàìÿòüþ O(m) [4]. Â òîé æå ðàáîòå Mikkel Thorup
óëó÷øèë èñïîëüçóþìóþ ïàìÿòü àëãîðèòìà 1998-ãî ãîäà äî O(m).

2004 � Mihai Patrascu è Eric Demaine ïîêàçàëè äîêàçàëè îöåíêó äëÿ
Online àëãîðèòìîâ: åñëè update-çàïðîñ îáðàáàòûâàåòñÿ çà âðåìÿ O(log n ·
x) (ãäå x > 1), òî get-çàïðîñ îáðàáàòûâàåòñÿ çà âðåìÿ ω(log n/ log x) [7].

Èòîã ìîæíî ïîäâåñòè ñëåäóþùåé òàáëèöåé:

Ãîä Âðåìÿ îáðàáîòêè
k çàïðîñîâ

Êîììåíòàðèé

1992 O(k log k) O�ine ðåøåíèå ÷åðåç ñâåäåíèå ê MST
2000 O(k log k log log3 k) Ëó÷øåå online ðåøåíèå
2012 O(k log k) O�ine ðåøåíèå, íå èñïîëüçóþùåå MST

Â ïîñëåäíåé ñòðîêå òàáëèöû ïðèâåäåíî äîñòèæåíèå, îïèñàííîå â äàííîé
ðàáîòå. Îíî íå óëó÷øàåò àñèìïòîòèêó, íî ïðîùå ÷åì èäåÿ ïðåäëîæåííàÿ
Äýâèäîì Ýïïøòåéíîì.

Çàäà÷à fully dynamic 2-edge-connectivity

1991 � Fredrickson îáîáùèë ñâîþ èäåþ äëÿ 1-connectivity äî 2-edge-
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connectivity. Update-çàïðîñ îáðàáàòûâàëñÿ çà âðåìÿ O(
√
m), get-çàïðîñ

çà âðåìÿ O(log n) [2].

1993 � Eppstein, ïðèìåíèâ sparsi�cation technique, ïîëó÷èë âðåìÿ O(
√
n)

íà îäèí update-çàïðîñ [6].

1997 � Monika Henzinger è Valerie King ïðåäëîæèëè ðàíäîìèçèðîâàííûé
àëãîðèòì, îáðàáàòûâàþùèé update-çàïðîñû çà âðåìÿ O(log5n) [12].

1998 � Mikkel Thorup, Jacom Holm, Kristian Lichtenberg ïðåäëîæèëè
äåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì, îáðàáàòûâàþùèé update-çàïðîñû çà
âðåìÿ O(log4n) [5].

2000 � Mikkel Thorup ïðåäëîæèë äåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì ñ
îöåíêîé O(log3 n log log n) íà update-çàïðîñ, O(log n) íà get-çàïðîñ è
èñïîëüçóåìîé ïàìÿòüþ O(m) [4].

Èòîã ìîæíî ïîäâåñòè ñëåäóþùåé òàáëèöåé:

Ãîä Âðåìÿ îáðàáîòêè
k çàïðîñîâ

Êîììåíòàðèé

1997 O(k log5 k) Ïåðâîå ïîëèëîãàðèôìè÷åñêîå online ðåøåíèå
2000 O(k log3 k log log k) Ëó÷øåå online ðåøåíèå
2012 O(k log k) O�ine ðåøåíèå

Â ïîñëåäíåé ñòðîêå òàáëèöû ïðèâåäåíî äîñòèæåíèå, îïèñàííîå â äàííîé
ðàáîòå.

Òàê æå, ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî ÿ íå îáíàðóæèë äîñòèæåíèé ïî óëó÷øåíèþ
àñèìïòîòèêè õóäøåãî ñëó÷àÿ âðåìåíè ðàáîòû, ïîÿâèâøèõñÿ ïîñëå 2001-
ãî ãîäà. Íàïðèìåð, ÿ ïðîñìîòðåë âñå ïóáëèêàöèè ïî êëþ÷åâîìó ñëîâó
Dynamic ñ êîíôåðåíöèé ACM-SIAM Symposium on Discrete Algorithms
çà 2001-2012 ãîäà, à òàêæå ïóáëèêàöèè àâòîðîâ David Eppstein, Mikai Pa-
trascu, Mikkel Thorup, Valerie King, Monika Henzinger, Giuseppe Italiano,
Eric Demaine, ò.å. âñåõ òåõ, ÷üåìó àâòîðñòâó ïðèíàäëåæàò ñóùåñòâóþùèå
íûíå îïòèìàëüíûå àëãîðèòìû è îöåíêè èç îáëàñòè Dynamic Connec-
tivity. Â äîïîëíåíèè ñ òîëüêî ÷òî ïðèâåäåííîé òàáëèöåé ýòîò ôàêò
ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìíå âåñüìà óäèâèòåëüíûì.

4 Âñïîìîãàòåëüíûå ñòðóêòóðû äàííûõ

4.1 Ñèñòåìà Íåïåðåñåêàþùèõñÿ Ìíîæåñòâ

Äëÿ íåêîòîðûõ ðåøåíèé fully dynamic connectivity problem íàì
ïîíàäîáèòñÿ ñòðóêòóðà äàííûõ Ñèñòåìà Íåïåðåñåêàþùèõñÿ Ìíîæåñòâ
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(èëè, áîëåå êðàòêî, ÑÍÌ). Ïîäðîáíåå î íåé è îá îöåíêàõ âðåìåíè ðàáîòû
ìîæíî ïðî÷åñòü â êíèãå Êîðìåíà [1].
Ñòðóêòóðà îïåðèðóåò ñ ìíîæåñòâîì V . Íà÷èíàåò îíà ñ òîãî, ÷òî êàæäûé
ýëåìåíò V ëåæèò â îòäåëüíîì ìíîæåñòâå.

1. Init()
2. for v ∈ V
3. p[v] = v, size[v] = 1

size[v] � ðàçìåð ìíîæåñòâà, p[v] � ññûëêà âåðøèíû íà ñëåäóþùóþ.
Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå ìíîæåñòâî ïðåäñòàâëåíî â âèäå äåðåâà. Êîðíåì
äåðåâà ÿâëÿåòñÿ âåðøèíà, ññûëàþùàÿñÿ íà ñåáÿ ñàìó (p[v] = v).
Îïåðàöèÿ Get âîçâðàùàåò ïðåäñòàâèòåëÿ ìíîæåñòâà. Äëÿ âñåõ âåðøèí
îäíîãî ìíîæåñòâà ðåçóëüòàò áóäåò îäíèì è òåì æå. Äëÿ äâóõ âåðøèí
ðàçíûõ ìíîæåñòâ ðåçóëüòàò áóäåò ðàçíûì. Ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû Get
ìîæíî îïðåäåëÿòü, ëåæàò ëè äâå âåðøèíû â îäíîì ìíîæåñòâå.
Ïðåäñòàâèòåëåì äåðåâà ó íàñ áóäåò åãî êîðåíü. Ñîáñòâåííî Get
ïîäíèìàåòñÿ îò ëþáîé âåðøèíû v äî êîðíÿ è âîçâðàùàåò åãî.
Çäåñü òàêæå èñïîëüçóåòñÿ ýâðèñòèêà ñæàòèÿ ïóòåé.

1. Get(v)
2. return v == p[v] ? v : (p[v] = Get(p[v]))

Îïåðàöèÿ Join îáúåäèíÿåò äâà ìíîæåñòâà â îäíî. Ìíîæåñòâî, â êîòîðîì
ëåæèò âåðøèíà a, è ìíîæåñòâî, â êîòîðîì ëåæèò âåðøèíà b.
Äëÿ ýòîãî Join ññûëêó îäíîãî èç äâóõ êîðíåé íàïðàâëÿåò íà âòîðîé.
Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ýâðèñòèêà ¾âûãîäíî ìåíüøåå ìíîæåñòâî
ïîäâåøèâàòü ê áîëüøåìó¿

1. Join(a, b)
2. a = Get(a)
3. b = Get(b)
4. if a = b then
5. return // âåðøèíû ëåæàò â îäíîì ìíîæåñòâå
6. if size[a] < size[b] then
7. swap(a, b)
8. // òåïåðü a ÿâëÿåòñÿ êîðíåì áîëüøåãî ìíîæåñòâà.
9. p[b] = a
10. size[a] += size[b]

È Join, èGet ðàáîòàþò çà àìîðòèçèðîâàííîå âðåìÿO(α). Äîêàçàòåëüñòâî
ìîæíî ïðî÷åñòü â ïåðâîèñòî÷íèêå � ðàáîòå Ðîáåðòà Òàðüÿíà 1975 ãîäà
[9] èëè â Êîðìåíå [1].
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4.2 Ñòðóêòóðû äàííûõ ñ îòêàòàìè íàçàä

Ñëåäóþùèé èíñòðóìåíò, êîòîðûé íàì ïîòðåáóåòñÿ, � ñòðóêòóðû äàííûõ
ñ âîçìîæíîñòüþ îòêàòà ê ïðåäûäóùèì âåðñèÿì.

Íà ñàìîì äåëå, ëþáóþ ñòðóêòóðó äàííûõ ìîæíî íàó÷èòü îòêàòûâàòü
ñîñòîÿíèå ê ïðåäûäóùèì âåðñèÿì. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî õðàíèòü ñòåê
ïàð 〈àäðåñ, çíà÷åíèå〉 � àäðåñà èçìåíÿåìûõ ÿ÷ååê ïàìÿòè è ñòàðûå
çíà÷åíèÿ ýòèõ ÿ÷ååê. Òåïåðü êàæäóþ îïåðàöèþ ïðèñâàèâàíèÿ íóæíî
îáåðíóòü â ñïåöèàëüíóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ïåðåä èçìåíåíèåì ïàìÿòè
êëàäåò íóæíóþ èíôîðìàöèþ â ñòåê.

Îòêàòèòüñÿ ê ïðåäûäóùåé âåðñèè = ñíÿòü ñî ñòåêà íåñêîëüêî ïîñëåäíèõ
îïåðàöèé è âûïîëíèòü èõ â îáðàòíîì ïîðÿäêå.

Çàïîìíèòü âåðñèþ (÷òîáû â áóäóùåì ìîæíî áûëî ê íåé îòêàòûâàòüñÿ)
= çàïîìíèòü óêàçàòåëü íà âåðøèíó ñòåêà.

Îòêàò � îïåðàöèÿ íåîáðàòèìàÿ, åñëè ó íàñ áûëè âåðñèè V1, V2, . . . , V9
è ìû îòêàòèìñÿ ê âåðñèè V2, âñå âåðñèè êðîìå V1 è V2 áóäóò íàâñåãäà
çàáûòû.

Òåîðåìà 4.1 : Ïóñòü åñòü äâå âåðñèè � A è B. B áûëà ïîðîæäåíà èç A.
Âðåìÿ, òðåáóåìîå íà îòêàò îò B ê A, àñèìïòîòè÷åñêè íå ïðåâûøàåò
âðåìåíè, òðåáóåìîãî íà âíåñåíèå èçìåíåíèé ïðè ïîðîæäåíèè B èç A
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü âî âðåìÿ âíåñåíèÿ èçìåíåíèé, ó íàñ åñòü
òîëüêî îäíà îïåðàöèÿ äëÿ èçìåíåíèÿ ïàìÿòè � set, ìåíÿþùàÿ çíà÷åíèå
ðîâíî îäíîãî áàéòà. Âðåìÿ òðåáóåìîå íà îòêàò = O(êîëè÷åñòâà âûçîâîâ
ïðîöåäóðû set) = O(âðåìåíè, ïîòðà÷åííîãî íà âíåñåíèå èçìåíåíèé).
Ñëåäñòâèå: Â îöåíêàõ àñèìïòîòèêè âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìîâ
âðåìåíåì ðàáîòû îòêàòîâ ê ïðåäûäóùèì âåðñèÿì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

5 Ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ

Â ýòîé ãëàâå ìû ñôîðìóëèðóåì ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ è ñäåëàåì
ïåðâûé øàã â ðåøåíèè ïðîèçâîëüíîé çàäà÷è èç îáëàñòè dynamic graphs
� ïðåîáðàçóåì ôîðìàò âõîäíûõ äàííûõ ê óäîáíîìó äëÿ ðàáîòû âèäó.

Èòàê, âõîäíûå äàííûå. Ïîñòóïàþò update-çàïðîñû äâóõ âèäîâ �
"ADD a b", "DEL a b". Ãàðàíòèðóåòñÿ, ÷òî ê ìîìåíòó, êîãäà ïîñòóïàåò
çàïðîñ "DEL a b", ðåáðî â ãðàôå ïðèñóòñòâóåò. Íóæíî ïîñëå êàæäîãî
update-çàïðîñà çíàòü òåêóùåå êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè (èëè,
ñîîòâåòñòâåííî, ðåáåðíîé äâóñâÿçíîñòè) è óìåòü îòâå÷àòü íà get-çàïðîñ
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"GET a b"� ëåæàò ëè âåðøèíû a è b â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè (èëè,
ñîîòâåòñòâåííî, ðåáåðíîé äâóñâÿçíîñòè).

Ïóñòü îáùåå êîëè÷åñòâî çàïðîñîâ (è get, è update) ðàâíî k. Çàïðîñû
ïðîíóìåðóåì ÷èñëàìè îò 0 äî k− 1 (q0, q1, . . . , qk−1). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
ó íàñ åñòü k + 1 ìîìåíò âðåìåíè (â i-é ìîìåíò âðåìåíè óæå âûïîëíåíû
âñå update-çàïðîñû ñ íîìåðàìè îò 0 äî i−1). Áóäåì òàêæå ãîâîðèòü, ÷òî
i-é çàðîñ ñëó÷èëñÿ â ìîìåíò âðåìåíè i.

Ìû ðåøàåì çàäà÷ó O�ine, ò.å. íàì çàðàíåå äîñòóïíû âñå çàïðîñû.
Ïîýòîìó ìîæíî âñå update-çàïðîñû ìîäèôèöèðîâàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ðåáðî 〈a, b〉 â ìîìåíò âðåìåíè L äîáàâèëîñü, â ìîìåíò âðåìåíè
R óäàëèëîñü. L � íîìåð çàïðîñà "ADD a b". R � íîìåð çàïðîñà "DEL a

b". Åñëè êàêîå-òî ðåáðî â êîíöå íå óäàëèëîñü, ñêàæåì, ÷òî îíî óäàëÿåòñÿ
â ìîìåíò âðåìåíè k + 1.

Òåïåðü ó íàñ âìåñòî ïàðû çàïðîñîâ ADD, DEL åñòü îäèí çàïðîñ 〈a, b, L,R〉
� äîáàâèòü ðåáðî 〈a, b〉 òàê, ÷òîáû îíî ïðèñóòñòâîâàëî âî âñå ìîìåíòû îò
L+1 äî R âêëþ÷èòåëüíî. Äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå update-çàïðîñîâ, åñëè
ìû èñïîëüçîâàëè ñîðòèðîâêó ïîäñ÷åòîì, çàíÿëî ó íàñ O(k+ n) âðåìåíè.
Íîâûå update-çàïðîñû áóäåì òàêæå íàçûâàòü ðåáðàìè-çàïðîñàìè.

Â èòîãå ó íàñ åñòü çàïðîñû òèïà get (q.type = get), è çàïðîñû-ðåáðà
(q.type = update). Ó update-çàïðîñîâ åñòü ñâîéñòâà q.a, q.b � íîìåðà
âåðøèí, êîòîðûå ñîåäèíÿåò ðåáðî è q.L, q.R � ìîìåíòû âðåìåíè, êîãäà
ðåáðî äîáàâëÿëîñü è óäàëÿëîñü, ñîîòâåòñòâåííî.
Âõîäíûå äàííûå � ìàññèâ çàïðîñîâ q.

6 Ñâÿçíîñòü

Â ýòîé ÷àñòè ðàáîòû ÿ ïîëíîñòüþ ðàçáåðó ìíîæåñòâî o�ine ðåøåíèé
dynamic connectivity problem. Âñå ïîäõîäû, îïèñàííûå íèæå, òàê èëè,
èíà÷å, ìîæíî îáîáùèòü äî ðåøåíèÿ dynamic 2-edge-connectivity problem.

6.1 Òîëüêî äîáàâëåíèå ðåáåð:

Online ðåøåíèå çà O(α) íà çàïðîñ

Åñëè ðåáðà òîëüêî äîáàâëÿþòñÿ â ãðàô, ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ â ÷èñòîì
âèäå ÑÍÌ. Ñåêðåò îñòàëüíûõ o�ine ðåøåíèé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
äîáàâëåíèå ðåáðà � äåøåâàÿ îïåðàöèÿ, à óäàëåíèå ìîæíî íå äåëàòü, åñëè
óäàëÿåìîå ðåáðî â ãðàô íå äîáàâëÿòü.
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6.2 O�ine ðåøåíèå çà O(k) íà çàïðîñ

Äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè âîçüìåì âñå òå ðåáðà, êîòîðûå â
ñîîòâåòñòâóþùèé ìîìåíò âðåìåíè äîáàâëåíû è âûäåëèì êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè çà O(k). Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ïîêðàøåíà â ñâîé öâåò,
÷òî ïîçâîëÿåò òåïåðü çà O(1) îòâå÷àòü íà get-çàïðîñû.

6.3 O�ine ðåøåíèå çà O(
√
kα)

Ðàçîáüåì ìîìåíòû âðåìåíè íà ãðóïïû (îòðåçêè) ïî
√
k ìîìåíòîâ â

êàæäîé ãðóïïå. Íàó÷èìñÿ îáðàáàòûâàòü çà O(k) âñå get-çàïðîñû â ëþáîé
èç ãðóïï. Ïóñòü íàøà ãðóïïà � ýòî îòðåçîê âðåìåíè [L..R]. Äàâàéòå
âîçüìåì âñå ðåáðà-çàïðîñû, êîòîðûå âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè îò L
äî R ïðèñóòñòâóþò â ãðàôå. Ò.å. qi : (qi.L < L) and (qi.R > R).
Äîáàâèì ýòè ðåáðà â ãðàô. Äîáàâëåíèå ðåáðà îáðàáàòûâàåòñÿ ñèñòåìîé
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ. ×åì îòëè÷àþòñÿ ìîìåíòû âðåìåíè L..R?
Òåì, ÷òî íåêîòîðûå ðåáðà-çàïðîñû ïðèñóòñòâóþò â ãðàôå íå âî âñå
ìîìåíòû âðåìåíè îò L äî R. Ýòî òàêîå qi, ÷òî (qi.L < R) and (qi.R > L).

×òîáû ïîëó÷èòü òåïåðü ñòðóêòóðó äàííûõ, óìåþùóþ îòâå÷àòü íà get-
çàïðîñû äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè i ∈ [L..R], íóæíî ñäåëàòü íå áîëåå√
k äîáàâëåíèé ðåáåð. Ïîñëå ýòîãî âñå ñäåëàííûå èçìåíåíèÿ ñëåäóåò

îòìåíèòü (îòêàòèòü, ñì. [4.2]).

×òîáû
√
k äîáàâëåíèé ðåáåð ðàáîòàëè çàO(

√
k·α) íóæíî ïðåäâàðèòåëüíî

ñäåëàòü ñæàòèå âñåõ ïóòåé çà âðåìÿ O(k).

Àëãîðèòì A:

1. tn := k + 1
2. M := [

√
k]

3. for (i = 0; i · M < tn; i++) {
4. L = i · M
5. R = min(i · M + M - 1, tn - 1)
6. // îáðàáàòûâàåì îòðåçîê ìîìåíòîâ âðåìåíè [L..R]
7. ìíîæåñòâî ðåáåð-çàïðîñîâ A = { qi : qi.L < L and qi.R > R }
8. ìíîæåñòâî ðåáåð-çàïðîñîâ B = { qi : qi.L < R and qi.R > L }
9. // îáà ìíîæåñòâà ìû íàøëè çà âðåìÿ O(k), |B| = O(

√
k)

10. èíèöèàëèçàöèÿ ÑÍÌ
11. for e ∈ A : Join(e.a, e.b) � äîáàâëÿåì ðåáðà
12. for e ∈ A : Get(e.a), Get(e.b) � ñæàòèå ïóòåé
13. òåêóùåå ñîñòîÿíèå ÑÍÌ: base
14. for t ∈ [L..R] {
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15. for e ∈ B
16. if e.L < t and e.R > t
17. Join(e.a, e.b)
18. // íîâûå ðåáðà ìû äîáàâèëè çà âðåìÿ O(

√
k)

19. ñåé÷àñ ìîæíî îòâåòèòü íà âñå get-çàïðîñû

20. îòêàòûâàåì ñîñòîÿíèå ÑÍÌ ê ìîìåíòó base
21. }
22. }

6.4 O�ine ðåøåíèå çà O(log2 k/ log log k)

Îáîáùèì èäåþ, îïèñàíóþ âûøå, äî äåðåâà îòðåçêîâ (segment tree) [10]
íà ìîìåíòàõ âðåìåíè. ×òîáû îáðàáîòàòü âñå ìîìåíòû âðåìåíè [L..R],
ìîæíî ñïåðâà îáðàáîòàòü ìîìåíòû âðåìåíè [L..M ], à çàòåì ìîìåíòû
âðåìåíè [M+1..R], ãäå M = [L+R

2
]. Ðåøåíèåì çàäà÷è áóäåò ðåêóðñèâíàÿ

ïðîöåäóðà, êîòîðàÿ ïîëó÷àåò íåêîòîðûé îòðåçîê âðåìåíè [L..R] è ìàññèâ
çàïðîñîâ. Íà êàæäîì øàãå ýòà ïðîöåäóðà äîáàâëÿåò â ãðàô âñå ðåáðà-
çàïðîñû, êîòîðûå ñóùåñòâóþò âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè îò L äî R
âêëþ÷èòåëüíî. Äàëåå ïðîöåäóðà äåëèò îòðåçîê âðåìåíè ïîïîëàì, è
îò êàæäîé ïîëîâèíû âûçûâàåòñÿ ðåêóðñèâíî, ïåðåäàâàÿ âíóòðü, òî
ìíîæåñòâî çàïðîñîâ-ðåáåð, êîòîðûå â êàêîé-òî ìîìåíò åùå ïðåäñòîèò
äîáàâèòü â ãðàô.

Àëãîðèòì B:

1. go( queries, L, R ) {
2. if L = R
3. for q ∈ queries
4. if (q.type = get)
5. q.answer := (Get(q.a) == Get(q.b))
6. return

7. òåêóùåå ñîñòîÿíèå ÑÍÌ: base
8. queries2 := ∅
9. for q ∈ queries
10. if (q.type = update) and (q.L < L) and (q.R > R)
11. Join(q.a, q.b)
12. else if (q.type = get) or (q.L < R) and (q.R > L)
13. queries2.add(q)
14. M := [L+R

2
]

15. go(queries2, L, M)
16. go(queries2, M+1, R)
17. îòêàòûâàåì ñîñòîÿíèå ÑÍÌ ê ìîìåíòó base
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18. }
19. main() {
20. èíèöèàëèçàöèÿ ÑÍÌ
21. go(all_queries, 0, k)
22. }

Îöåíèì âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà B.

Òåîðåìà 6.1 : |queries2| 6 R− L+ 1
Äîêàçàòåëüñòâî: åñëè ðåáðî-çàïðîñ ïîïàëî â queries2, çíà÷èò èëè q.L ∈
[L..R], èëè q.R ∈ [L..R]. À ïîñêîëüêó âñå êîîðäèíàòû L è R ïîïàðíî
ðàçëè÷íû (çà èñêëþ÷åíèåì ôèêòèâíîãî R, ïîÿâëÿþùåãîñÿ, åñëè ðåáðî
òàê è íå áóäåò óäàëåíî), òî ðàçìåð ìíîæåñòâà queries2 íå áîëüøå äëèíû
îòðåçêà [L..R].
Ñëåäñòâèå : |queries| 6 R− L+ 1

Òåîðåìà 6.2 : Cóììàðíàÿ äëèíà ìàññèâîâ queries ïî âñåì ñîñòîÿíèÿì
ðåêóðñèè ðàâíà O(k log k)
Äîêàçàòåëüñòâî: ãëóáèíà ðåêóðñèè log k. Íà êàæäîì óðîâíå ðåêóðñèè
êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè âñòðå÷àåòñÿ íå áîëåå ÷åì â îäíîé âåòâè
ðåêóðñèè, ò.å. íà îäíîì óðîâíå ðåêóðñèè ñóììàðíàÿ äëèíû îòðåçêîâ
âðåìåíè = O(k). Ñëåäîâàòåëüíî ñóììàðíàÿ äëèíà îòðåçêîâ âðåìåíè ïî
âñåì ñîñòîÿíèÿì = O(k) · log k = O(k log k). À, çíà÷èò, ïî òåîðåìå [6.1],
ñóììàðíàÿ äëèíà ìàññèâîâ queries òîæå íå áîëåå O(k log k).

Òåîðåìà 6.3 : Êàæäûé get-çàïðîñ îáðàáîòàåòñÿ ðîâíî îäèí ðàç, â
ñîîòâåòñòâóþùåì ëèñòå äåðåâà ðåêóðñèè.

Òåîðåìà 6.4 : Àëãîðèòì B ðàáîòàåò çà âðåìÿ O(k log k·tJoin+k·tGet)).
Ãäå tJoin � âðåìÿ ðàáîòû îïåðàöèè Join â ÑÍÌ, à tGet � âðåìÿ ðàáîòû
îïåðàöèè Get â ÑÍÌ.
Äîêàçàòåëüñòâî: Çàïðîñ Get ê ÑÍÌ ïî òåîðåìå [6.3] âûçûâàåòñÿ íå
áîëåå k ðàç. Çàïðîñ Join ê ÑÍÌ âûçûâàåòñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà äëÿ
êàæäîãî ýëåìåíòà ìàññèâà queries çíà÷èò, ïî òåîðåìå [6.2], çàïðîñ Join ê
ÑÍÌ âûçûâàåòñÿ O(k log k) ðàç.

Îñòàëîñü îöåíèòü âðåìÿ ðàáîòû ÑÍÌ. Ðåàëèçàöèÿ ÑÍÌ, îïèñàííàÿ
ðàíåå â ãëàâå [4.1] óñòðîåíà òàê, ÷òî Join âûçûâàåò Get. Ïîýòîìó tGet =
O(tJoin), è ïî ñóòè íàñ èíòåðåñóåò âðåìÿ ðàáîòû òîëüêî îäíîãî çàïðîñà
Join. Îäèí çàïðîñ ê ÑÍÌ ðàáîòàåò, êàçàëîñü áû, çà àìîðòèçàöèîííîå
âðåìÿ O(α), íî â íàøåì ñëó÷àå ýâðèñòèêà ñæàòèÿ ïóòåé â õóäøåì ñëó÷àå
íå ðàáîòàåò, ò.ê., ñäåëàâ ñæàòèå ïóòåé â íåêîòîðîé âåðñèè ÑÍÌ, ñæàòèå
ïóòåé âî âñåõ ðîäèòåëüñêèõ âåðñèÿõ ìû íå äåëàåì. Ïîýòîìó, êîãäà ìû
ñäåëàåì îòêàò ê ðîäèòåëüñêîé âåðñèè, ýôôåêò ñæàòèÿ ïóòåé ïðîïàäåò.
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Íà ñàìîì äåëå íàñ èíòåðåñóåò íå àìîðòèçàöèîííîå âðåìÿ ðàáîòû, à
âðåìÿ íà îäèí çàïðîñ â õóäøåì ñëó÷àå. Íàøà ÑÍÌ äàåò îöåíêó â
õóäøåì ñëó÷àå íà îäèí çàïðîñ θ(log k). Ëó÷øàÿ æå ñ òî÷êè çðåíèÿ ¾âðåìÿ
ðàáîòû îäíîãî çàïðîñà â õóäøåì ñëó÷àå¿ ðåàëèçàöèÿ ÑÍÌ äàåò âðåìÿ
θ(log k/ log log k) íà îäèí çàïðîñ [8]. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñóììàðíîå âðåìÿ
âûïîëíåíèÿ âñåõ O(k log k) îïåðàöèé ñ ÑÍÌ ðàâíî O(k log2 k/ log log k)

6.5 O�ine ðåøåíèå çà O(log k)

Òåîðåìà 6.5 : Ñæàòèå êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
Åñëè â ãðàôå G = 〈V,E〉 âñåãäà ïðèñóòñòâóåò íàáîð ðåáåð A (íåò update-
çàïðîñîâ, óäàëÿþùèõ ðåáðà èç A), òî ìîæíî ïîñòðîèòü íîâûé ãðàô
G2, âåðøèíàìè êîòîðîãî áóäóò êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà 〈V,A〉, à
ìíîæåñòâî ðåáåð = {〈color[a], color[b]〉 : 〈a, b〉 ∈ E \ A}. Çäåñü color[a]
� íîìåð êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, â êîòîðîé ëåæèò âåðøèíà a. Ïðè
ïåðåõîäå ê íîâîìó ãðàôó çàïðîñû (è update-çàïðîñû, è get-çàïðîñû)
ñëåäóåò ïîìåíÿòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: a → color[a] äëÿ âñåõ âåðøèí
a, ó÷àñòâóþùèõ â çàïðîñå. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû: ðåçóëüòàòû íîâûõ
çàïðîñîâ òèïà get íà ãðàôå G2 áóäóò ñîâïàäàòü ñ ðåçóëüòàòàìè ñòàðûõ
çàïðîñîâ íà ãðàôå G.

Äîêàçàòåëüñòâî:

1. Äîáàâèì â ãðàô G2 ïåòëè, òîãäà ëþáîìó ïóòè p1, p2, . . . , pk â ãðàôå
G ñîîòâåòñòâóåò ïóòü color[p1], color[p2], . . . , color[pk] â ãðàôå G2. Çíà÷èò,
åñëè a è b ñâÿçíû â G, òî color[a] è color[b] ñâÿçíû â G2.
2. Ïóñòü â ãðàôå G íåò ïóòè èç a â b, çíà÷èò, ïîñëå äîáàâëåíèÿ íîâûõ
ðåáåð íå ïîÿâèëîñü ïóòè èç êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè a â êîìïîíåíòó
ñâÿçíîñòè b. Ïîýòîìó â ãðàôå G2 âåðøèíû color[a] è color[b] íå ñâÿçíû.

Òåîðåìà 6.6 : Ðåäóêöèÿ ãðàôà
Åñëè ñåé÷àñ G ïóñò (íå ñîäåðæèò ðåáåð), à çàïðîñû çàòðàãèâàþò òîëüêî
ìíîæåñòâî âåðøèí B, òî ìîæíî âñå çàïðîñû ðàññìàòðèâàòü, êàê çàïðîñû
ê ìåíüøåìó ãðàôó G2 = 〈B,∅〉. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû: Êîëè÷åñòâî
âåðøèí â ãðàôå G2 = O(k), ãäå k � îáùåå êîëè÷åñòâî çàïðîñîâ.
Ðåçóëüòàòû get-çàïðîñîâ íàä G è G2 îäèíàêîâû.

Äîêàçàòåëüñòâî:

1. |B| 6 2k (ò.ê. îäèí çàïðîñ âëèÿåò íà äâå âåðøèíû, çíà÷èò, ó íàñ íå
áîëåå 2k ðàçëè÷íûõ âåðøèí).
2. Íè îäíî ðåáðî íèêîãäà íå áóäåò ñìåæíî V \ B. Ïîýòîìó ðåçóëüòàò
get-çàïðîñà íà 〈V,E〉 ðàâåí ðåçóëüòàòó get-çàïðîñà íà 〈B,E〉 äëÿ ëþáîãî
ìíîæåñòâà ðåáåð E.
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Ðåøåíèåì çàäà÷è áóäåò ðåêóðñèâíàÿ ïðîöåäóðà, êîòîðàÿ íà êàæäîì
øàãå äîáàâëÿåò âñå ðåáðà, êîòîðûå òî÷íî íóæíî äîáàâèòü, äåëèò
îòðåçîê âðåìåíè ïîïîëàì, ñæèìàåò êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè â âåðøèíû
(ò.å. ñîçäàåò íîâûé ãðàô), èç íîâîãî ãðàôà âûêèäûâàþòñÿ âåðøèíû,
íå èñïîëüçóåìûå â ðåáðàõ-çàïðîñàõ. Ýòó ðåêóðñèâíóþ ïðîöåäóðó
èçíà÷àëüíî ñëåäóåò âûçâàòü îò ìíîæåñòâà âñåõ çàïðîñîâ è îòðåçêà [0..k].

Àëãîðèòì C:

1. go( G, queries, L, R ) {
2. // G = 〈V,∅〉, íàì âàæíî òîëüêî ìíîæåñòâî âåðøèí V
3. if L = R
4. Åñëè queries ñîäåðæèò get-çàïðîñ, îáðàáîòàòü
5. return

6. A := ∅.
7. queries2 := ∅
8. for q ∈ queries
9. if (q.type = update) and (q.L < L) and (q.R > R)
10. A.add(q)
11. else if (q.type = get) or ((q.L < R) and (q.R > L))
12. queries2.add(q)
13. ñîæìåì êîìïîíåíòû ãðàôà 〈V,A〉, ïîëó÷èì íîâûé ãðàô G2

14. G3 = G2 - âåðøèíû, íå ó÷àñòâóþùèå â queries2
15. M := [L+R

2
]

16. go(G3, queries2, L, M)
17. go(G3, queries2, M+1, R)
18. }
19. main() {
20. èíèöèàëèçàöèÿ ÑÍÌ
21. go(all_queries, 0, k)
22. }

Îöåíè âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà C. Ïóñòü äëèíà îòðåçêà [L..R] = K.

Òåîðåìà 6.7 : Àëãîðèòì C ðàáîòàåò çà âðåìÿ O(K logK).

Äîêàçàòåëüñòâî: çàïèøåì ðåêêóðåíòíîå ñîîòíîøåíèå íà âðåìÿ ðàáîòû
ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè. T (K) = O(|queries|) + T (K/2) + T (K/2) Êàê ìû
óæå çíàåì èç òåîðåìû 6.1, |queries| = O(K). Ðåøèâ ðåêêóðåíòíîñòü,
ïîëó÷àåì âðåìÿ ðàáîòû O(K logK).
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7 Ðåáåðíàÿ äâóñâÿçíîñòü

7.1 Òîëüêî äîáàâëåíèå ðåáåð:

O�ine ðåøåíèå çà O(α) íà çàïðîñ

Íàó÷èìñÿ ñïåðâà online îáðàáàòûâàòü çàïðîñ äîáàâëåíèÿ ðåáðà â
ãðàô. Áóäåì ïîääåðæèâàòü ëåñ êîìïîíåíò ðåáåðíîé äâóñâÿçíîñòè.
Êàæäóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè (äåðåâî) áóäåì õðàíèòü êàê ïîäâåøåííîå
îðèåíòèðîâàííîå äåðåâî. Ò.å. ó êàæäîé âåðøèíû v åñòü îòåö parent[v],
åñëè âåðøèíà v � êîðåíü äåðåâà, òî ïóñòü parent[v] = -1.

Îáðàáîòêà çàïðîñà ñîñòîèò èç äâóõ ñëó÷àåâ.

1. Åñëè êîíöû ðåáðà ïðèíàäëåæàò îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè, òî íîâîå
ðåáðî îáðàçóåò ðîâíî îäèí öèêë. Ïðè ýòîì âñå âåðøèíû íîâîãî öèêëà
ëåæàò òåïåðü â îäíîé êîìïîíåíòå ðåáåðíîé äâóñâÿçíîñòè. Ýòîò öèêë
ìîæíî ñæàòü â íîâóþ âåðøèíó çà âðåìÿ O(Len · α), ãäå Len � äëèíà
öèêëà. Ïðè ñæàòèè öèêëà èñïîëüçóåòñÿ ÑÍÌ.

2. Åñëè êîíöû ðåáðà ïðèíàäëåæàò ðàçíûì êîìïîíåíòàì ñâÿçíîñòè,
òî íîâûõ öèêëîâ íå îáðàçóåòñÿ, è íóæíî îäíó êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè
(äåðåâî) ïîäâåñèòü ê äðóãîé (ê äðóãîìó äåðåâó). ×òîáû ýòî ìîæíî áûëî
ïðîñòî ñäåëàòü, äîñòàòî÷íî ÷òîáû îäèí èç äâóõ êîíöîâ ðåáðà áûë êîðíåì
äåðåâà. Îáîçíà÷èì ýòî óñëîâèå [*]. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ó íàñ åñòü
ðåáðî 〈a, b〉, è åãî êîíåö a � êîðåíü ñâîåãî äåðåâà, òî îäíîé îïåðàöèåé
parent[b] := a, ìû ñîåäèíèì äåðåâüÿ â íîâîå áîëüøîå äåðåâî.

×òîáû ãàðàíòèðîâàòü óñëîâèå [*], çàðàíåå ñäåëàåì o�ine ïðîõîä ïî
âñåì ðåáðàì, âûïîëíèì âñå îïåðàöèè äîáàâëåíèÿ â íóæíîì ïîðÿäêå. Â
ïðîöåññå äîáàâëåíèÿ, íåêîòîðûå ðåáðà áóäóò îáðàçîâûâàòü öèêë. Â ýòîì
ñëó÷àå ìû ñ÷èòàåì ðåáðî íå èíòåðåñíûì è íè÷åãî íå äåëàåì. À íåêîòîðûå
ðåáðà, áóäóò ñîåäèíÿòü ðàçíûå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, òàêèå ðåáðà ìû
ñ÷èòàåì èíòåðåñíûìè. Âñå èíòåðåñíûå ðåáðà îáðàçóþò îñòîâíûé ëåñ F .
Ïîäâåñèì âñå äåðåâüÿ ëåñà F çà ïðîèçâîëüíûå âåðøèíû. Óòâåðæäàåòñÿ,
÷òî òåïåðü ó íàñ âûïîëíåíî óñëîâèå [*]. Ïîñêîëüêó äîáàâëÿåìîå
ðåáðî ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì F , ìû äåëàåì îòöîì íèæíåé âåðøèíû âåðõíþþ
âåðøèíó. Ïîñëå âñåõ îïåðàöèé äîáàâëåíèÿ ìû ïîëó÷èì ðîâíî ëåñ F .

7.2 O�ine ðåøåíèå çà O(log k)

Â ýòîé ÷àñòè ðàáîòû, äëÿ óäîáñòâà ðàññóæäåíèÿ, âñå ðåáðà èìåþò
äëèíó. Òàêæå âñå ìîñòû èìåþò äëèíó, ïîýòîìó çàïðîñ ¾ñêîëüêî â ãðàôå
ìîñòîâ¿ ïåðåôîðìóëèðóåòñÿ íà çàïðîñ ¾ñóììàðíàÿ äëèíà âñåõ ìîñòîâ¿.
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Ñîîòâåòñòâåííî ó êàæäîãî çàïðîñà q ïîìèìî ïîëåé q.a, q.b, q.L, q.R
ïîÿâèëîñü ïîëå q.len � äëèíà ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåáðà. Èñõîäíî âñå
ðåáðà èìåþò äëèíó 1.

Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó àíàëîãè÷íóþ òåîðåìå [6.5].

Òåîðåìà 7.1 : Ñæàòèå êîìïîíåíò ðåáåðíîé äâóñâÿçíîñòè ñâÿçíîñòè
Åñëè â ãðàôå G = 〈V,E〉 âñåãäà ïðèñóòñòâóåò íàáîð ðåáåð A (íåò update-
çàïðîñîâ, óäàëÿþùèõ ðåáðà èç A), òî ìîæíî ïîñòðîèòü íîâûé ãðàô G2,
âåðøèíàìè êîòîðîãî áóäóò êîìïîíåíòû ðåáåðíîé äâóñâÿçíîñòè ãðàôà
〈V,A〉, à ìíîæåñòâî ðåáåð = {〈color[a], color[b]〉 : 〈a, b〉 ∈ E}. Çäåñü color[a]
� íîìåð êîìïîíåíòû ðåáåðíîé äâóñâÿçíîñòè, â êîòîðîé ëåæèò âåðøèíà
a. Ïðè ïåðåõîäå ê íîâîìó ãðàôó çàïðîñû (è update-çàïðîñû, è get-
çàïðîñû) ñëåäóåò ïîìåíÿòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: a → color[a] äëÿ âñåõ
âåðøèí a, ó÷àñòâóþùèõ â çàïðîñå.Óòâåðæäåíèå òåîðåìû: ðåçóëüòàòû
íîâûõ çàïðîñîâ òèïà get íà ãðàôå G2 áóäóò ñîâïàäàòü ñ ðåçóëüòàòàìè
ñòàðûõ çàïðîñîâ íà ãðàôå G.

Äîêàçàòåëüñòâî:

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ÿ áóäó èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé ôàêò èç òåîðèè
ãðàôîâ, êîòîðûé îñòàâëþ áåç äîêàçàòåëüñòâà. Çà äîêàçàòåëüñòâîì ìîæíî
îáðàòèòüñÿ ê [14].

Óòâåðæäåíèå : (Âåðøèíû a è b ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå ðåáåðíîé
äâóñâÿçíîñòè) ⇔ (ñóùåñòâóþò äâà ïðîñòûõ, íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî
ðåáðàì, ïóòè ìåæäó a è b)
Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû.
1. Ïóñòü â ãðàôå G åñòü äâà ïðîñòûõ ðåáåðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòè
ìåæäó a è b. Ïðèìåíèì êî âñåì âåðøèíàì ïóòè ïðåîáðàçîâàíèå a →
color[a] è óáåðåì âîçìîæíî ïîÿâèâøèåñÿ ïåòëè è öèêëû. Ìû ïîëó÷èëè
ïðîñòûå ðåáåðíî íå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïóòè â G2.
2. Ïóñòü â ãðàôå G2 åñòü äâà ïðîñòûõ ðåáåðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòè
ìåæäó color[a] è color[b]. Äîïîëíèì èõ äî ïóòåé â ãðàôå G.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó àíàëîãè÷íóþ òåîðåìå [6.6].

Òåîðåìà 7.2 : Ðåäóêöèÿ ãðàôà
Åñëè ñåé÷àñ ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ëåñîì, âñå äåðåâüÿ ýòîãî ëåñà ïîäâåøåíû, à
çàïðîñû çàòðàãèâàþò òîëüêî ìíîæåñòâî âåðøèí B, òî ìîæíî âñå çàïðîñû
ðàññìàòðèâàòü, êàê çàïðîñû ê ìåíüøåìó ãðàôó G2 = 〈B∩{LCA(bi, bj)} :
bi, bj ∈ B,E2〉. Çäåñü E2 � ðåáðà çàäàþùèå ëåñ íà âåðøèíàõ ãðàôà
G2 è èìåþùèå äëèíó ðàâíóþ ðàññòîÿíèþ ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè
âåðøèíàìè â ãðàôå G. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû: Êîëè÷åñòâî âåðøèí
â ãðàôå G2 = O(k), ãäå k � îáùåå êîëè÷åñòâî çàïðîñîâ. Ðåçóëüòàòû get-
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çàïðîñîâ íàä G è G2 îäèíàêîâû.

Äîêàçàòåëüñòâî:

1. |B| 6 5k. Íóæíî ñïåðâà óâèäåòü, ÷òî ó íàñ åñòü 2k êîíöîâ ðåáåð-
çàïðîñîâ, çàòåì ñêàçàòü, ÷òî ýòî ëèñòüÿ íåêîòîðîãî ëåñà. Âåðøèíû
âèäà LCA(bi, bj) � ýòî ðàçâèëêè â ýòîì äåðåâå è îñîáûå âåðøèíû,
êîðíè äåðåâüåâ. åñòü â êàæäîì äåðåâå åñòü åùå îäíà îñîáàÿ âåðøèíà
� êîðåíü äåðåâà. Â äåðåâå ñ 2k ëèñòüÿìè ìîæåò áûòü íå áîëåå 4k
ðàçâèëîê, â êàæäîì äåðåâå íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ. Êàæäûé èç k çàïðîñîâ
ïîðîäèë íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ. Èòîãî, ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî âåðøèí íå
ïðåâîñõîäèò 5k.
2. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
2.1. Ãðàô G áîëüøå íå áóäåò ìåíÿòüñÿ. Òîãäà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âåðøèíàìè ïðè ïåðåõîäà îò G ê G2 íå ïîìåíÿëèñü.
2.2. Â ãðàô G äîáàâÿòñÿ íîâûå ðåáðà. Òîãäà íóæíî çàìåòèòü, ÷òî ëþáîé
êðàò÷àéøèé ïóòü, ïðîõîäÿùèé ïî ðåáðàì (è ñòàðûì, è òîëüêî ÷òî
äîáàâëåííûì) ãðàôà G ïðîéäåò ïî ëþáîìó ðåáðó ãðàôà G2 îò íà÷àëà
äî êîíöà.
Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.

Ðåøåíèåì çàäà÷è, êàê è â ñëó÷àå îäíîñâÿçíîñòè, áóäåò ðåêóðñèâíàÿ
ïðîöåäóðà, êîòîðàÿ íà êàæäîì øàãå äîáàâëÿåò âñå ðåáðà, êîòîðûå òî÷íî
íóæíî äîáàâèòü, äåëèò îòðåçîê âðåìåíè ïîïîëàì, ñæèìàåò êîìïîíåíòû
ðåáåðíîé äâóñâÿçíîñòè â âåðøèíû (ò.å. ñîçäàåò âòîðîé ãðàô), èç âòîðîãî
ãðàôà ñîçäàåò òðåòèé ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ, îïèñàííîãî â òåîðåìå
[7.2]. Ýòó ðåêóðñèâíóþ ïðîöåäóðó èçíà÷àëüíî ñëåäóåò âûçâàòü îò
ìíîæåñòâà âñåõ çàïðîñîâ è îòðåçêà [0..k].

Àëãîðèòì D:

1. go( G, queries, L, R ) {
2. // G = 〈V,∅〉, íàì âàæíî òîëüêî ìíîæåñòâî âåðøèí V
3. if L = R
4. Åñëè queries ñîäåðæèò get-çàïðîñ, îáðàáîòàòü
5. return

6. A := ∅.
7. queries2 := ∅
8. for q ∈ queries
9. if (q.type = update) and (q.L < L) and (q.R > R)
10. A.add(q)
11. else if (q.type = get) or ((q.L < R) and (q.R > L))
12. queries2.add(q)
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13. ñîæìåì êîìïîíåíòû ðåáåðíîé äâóñâÿçíîñòè ãðàôà 〈V,A〉,
ïîëó÷èì íîâûé ãðàô G2

14. G3 = Reduction(G2)
15. M := [L+R

2
]

16. go(G3, queries2, L, M)
17. go(G3, queries2, M+1, R)
18. }
19. main() {
20. èíèöèàëèçàöèÿ ÑÍÌ
21. go(all_queries, 0, k)
22. }

Îöåíè âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà D.

Òåîðåìà 7.3 : Àëãîðèòì D ðàáîòàåò çà âðåìÿ O(k log k).
Äîêàçàòåëüñòâî: äëÿ áûñòðîãî äîêàçàòåëüñòâà çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì
D îòëè÷àåòñÿ îò àëãîðèòìà C òîëüêî òåì, ÷òî ìû ïî-äðóãîìó ïîëó÷àåì
ãðàô G3. Òåì íå ìåíåå, ïî-ïðåæíåìó |queries| = O(R−L+1), à |G3.V | =
O(K). Ò.å. äîêàçàòü íóæíî òîëüêî òî, ÷òî ãðàô G3 ìû ïîñòðîèëè èç
ãðàôà G çà ëèíåéíîå âðåìÿ.
1. G2 ïîñòðîåí çà ëèíåéíîå âðåìÿ, ò.ê. êîìïîíåíòû ðåáåðíîé
äâóñâÿçíîñòè ìîæíî íàéòè çà ëèíåéíîå âðåìÿ [14], [1].
2. Ïðåîáðàçîâàíèå Reduction òàêæå ìîæíî ðåàëèçîâàòü çà ëèíåéíîå
âðåìÿ, èñïîëüçóÿ àëãîðèòì Ôàðàõà-Êîëòîíà-Áåíäåðà ïîäñ÷åòà LCA çà
O(1). Óïîìÿíóòûé àëãîðèòì îïèñàí çäåñü [15].

Òåîðåìà äîêàçàíà.

8 Çàêëþ÷åíèå

Äàííàÿ ðàáîòà ñîäåðæèò îïèñàíèå è îáîñíîâàíèå êîððåêòíîñòè äâóõ
íîâûõ àëãîðèòìîâ. Ýòî ïðîñòîé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è fully dy-
namic connectivity â ðåæèìå o�ine çà âðåìÿ O(k log k) è àíàëîãè÷íûé
àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è fully dynamic 2-edge-connectivity â ðåæèìå
o�ine çà âðåìÿ O(k log k).
Âòîðîé ïî àñèìïòîòèêå âðåìåíè ðàáîòû ïðåâîñõîäèò âñå ïðåäûäóùèå
äîñòèæåíèÿ â äàííîé îáëàñòè. Ïåðâûé óäîáåí è ïðîñò â ðåàëèçàöèè
ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëîãè÷íûì ïî âðåìåíè ðàáîòû äîñòèæåíèåì Äýâèäà
Ýïïøòåéíà [3].
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