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Аннотация
Рассматривается новый робастный стохастический алгоритм
для оценки центра симметрии многомерных распределений с
выпуклыми центрально-симметричными поверхностями уров-
ня плотности. Исследованы его временная сложность, скорость
сходимости и робастность. Также рассмотрена модификация
алгоритма, повышающая точность оценки. Представлены срав-
нительные численные эксперименты с существующими алго-
ритмами оценки многомерного параметра положения, включая
медиану Тьюки, Оджа и геометрическую медиану. Поскольку в
рассматриваемом классе распределений эти алгоритмы оцени-
вают центр симметрии, сравнение является объективным.

Введение

В одномерном случае естественные оценки параметра положения (меди-
ана, математическое ожидание) известны и их робастные версии легко опре-
деляются. Однако в многомерном случае при построении робастных версий
оценок параметра положения статистики сталкиваются с серьезными труд-
ностями. Известно, что не существует естественного обобщения одномерной
медианы для многомерных данных [2, 3]. Это связано с тем, что в многомер-
ном пространстве, в отличие от R1, нет естественного упорядочивания то-
чек, что делает прямое перенесение одномерных концепций невозможным.
В результате в литературе предлагаются различные подходы к определению
многомерной медианы, такие как геометрическая медиана [5], медиана Оджа
[6], концепции на основе глубины данных, в частности, медиана Тьюки [1] и
другие [3].

Хотя единого общепринятого обобщения одномерной медианы на мно-
гомерный случай не существует, есть определенные свойства, которыми оно
должно обладать. Например, для одномерных симметричных распределений
медиана совпадает с центром симметрии. Естественно предположить, что то
же должно быть верно и в многомерном пространстве. В этом случае мы в ка-
честве обобщения понятия симметричного распределения рассмотрим рас-
пределения с выпуклыми центрально-симметричными поверхностями уров-
ня плотности. Поэтому основой предлагаемого алгоритма является сообра-
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жение, что для подобных распределений он должен оценивать центр симмет-
рии.

Важным практическим ограничением многих существующих методов яв-
ляется их высокая вычислительная сложность [6, 7, 8], что существенно сужа-
ет область их применения. Для преодоления этого ограничения в работе
предлагается стохастический подход, потенциально обеспечивающий как ро-
бастность, так и снижение вычислительных затрат.

Новый стохастический алгоритм для оценки многомерного
параметра положения

Предположения алгоритма

Алгоритм 1 оценивает параметр положения для распределений, по-
верхности уровня плотности f которых являются выпуклыми центрально-
симметричными, то есть для любого x ∈ Rd:

• f(x+ x0) = const – выпуклое множество;

• f(x0 + x) = f(x0 − x), где x0 – центр симметрии.

В этом случае параметр положения определяется как значение, совпада-
ющее с центром симметрии распределения x0 ∈ Rd.

Из предположений следует, что алгоритм 1 может быть рассмотрен как
метод оценки центра симметрии. Величина, которая получается в результате
работы алгоритма, далее будет называться стохастической медианой.

Формулировка алгоритма

Алгоритм 1 сводит многомерную задачу к последовательности одномер-
ных подзадач. На каждом шаге итерационного процесса выбирается случай-
ное направление прямой, затем наблюдения проецируются на нее, и вычисля-
ется медиана для одномерных точек-проекций. Такой подход позволяет по-
следовательно приближаться к центру симметрии, при этом используя про-
стые вычисления и обеспечивая эффективное решение задачи оценки пара-
метра положения в многомерном случае.

Алгоритм 1 оценки многомерной медианы

1. Рассматриваем выборку x1, . . . ,xn из распределения с функцией плот-
ности f , которая удовлетворяет предположениям алгоритма.
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2. Произвольным образом выбираем точку m̂1 — начальное приближе-
ние. Задаем погрешность вычисления ε.

3. Моделируем случайный векторui, равномерно распределенный на еди-
ничной сфере. Проводим прямую

li = {m̂i + λui, λ ∈ R}.

4. Проецируем наблюдения x1, . . . ,xn на прямую li, получаем точки-
проекции yi1, . . . , yin.

5. Находим медиану m̂i+1 точек yi1, . . . , yin.

6. Алгоритм завершается, когда выполняется условие ∥m̂i − m̂i+1∥ < ε.
Иначе увеличиваем счётчик шагов i на 1 и возвращаемся к шагу 3.

Чтобы уменьшить влияние случайности на финальную оценку, рассмот-
рим модификацию алгоритма 1. Вместо того чтобы использовать резуль-
тат последней итерации, предлагается после достижения заданной точности
ε сделать еще k итераций и в качестве финальной оценки взять среднее по
этим k итерациям. Пусть до достижения заданной точности алгоритм 1 вы-
полнялся N шагов, тогда

m̂avgk =
1

k

N+k∑
i=N+1

m̂i.

Усреднение последних итераций позволяет снизить разброс оценки и де-
лает её более устойчивой.

Анализ временной сложности алгоритма

Сложность одного шага алгоритма 1 для выборки объемом n в простран-
стве размерности d выглядит следующим образом:

O(d) +O(nd) +O(n) +O(d) +O(d) = O(nd). (1)

Это означает, что время выполнения одного шага алгоритма 1 линейно за-
висит от количества точек в выборке n и размерности пространства d. Если
алгоритм 1 выполняется k итераций до сходимости, общая временная слож-
ность алгоритма будет O(knd), где k — число итераций.
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Сравнение с некоторыми известными алгоритмами оценки
медианы

В таблице 1 представлена сравнительная информация о временной слож-
ности алгоритмов оценки различных обобщений медианы в пространстве
размерности d.

Медиана Временная сложность Источник
Тьюки* O((d+ k)n2 + n2 log n) [4]
Оджа O(kdnd log n) [6]
Геометрическая O(knd) [5]
Стохастическая O(knd) (1)

Таблица 1: Временная сложность вычисления многомерной медианы

Как видно из таблицы 1, алгоритмы оценки геометрической и стохастиче-
ской медианы обладают наилучшей асимптотикой, что делает их более пред-
почтительными для работы с большими выборками (n ≫ 1) и в высокораз-
мерных пространствах (d ≫ 1).

Также отметим, что в таблице 1 указана временная сложность аппрок-
симационного алгоритма для оценки медианы Тьюки (ABCDepth) [4], так
как точный алгоритм для больших n и d являетсяNP -сложной задачей [10].
Однако, используя технику рандомизированной оптимизации [9], можно до-
биться сложности O(nd−1) для точного вычисления медианы Тьюки.

Для центрально-симметричных выпуклых распределений все рассмот-
ренные медианы совпадают с центром симметрии. Это следует из их опре-
делений:

• Медиана Тьюки максимизирует глубину Тьюки — минимальное чис-
ло точек по одну сторону от любой гиперплоскости, проходящей через
нее [1]. В случае центральной симметрии максимальная глубина дости-
гается в центре симметрии, так как любое смещение от него её умень-
шает.

• Медиана Оджа минимизирует сумму объёмов симплексов по всем
комбинациям возможных d точек выборки [6]. При центральной сим-
метрии и выпуклости эта сумма минимизируется в центре симметрии,
так как эти свойства гарантируют, что любое смещение увеличивает
сумму объёмов.

• Геометрическая медиана минимизирует сумму евклидовых расстоя-
ний до всех точек выборки [5]. Для центрально-симметричного распре-
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деления минимум достигается в центре симметрии, так как симметрия
означает, что любое смещение увеличивает сумму расстояний.

Сходимость алгоритма для случая равномерного
распределения в шаре

Предложение 1. Пусть d > 2 – размерность пространства, Tε – среднее
количество шагов алгоритма до попадания в ε-окрестность, r0 – расстояние
между начальным приближением и нулем.

Алгоритм 1 в случае равномерного распределения в шаре сходится, при-
чем Tε

ln(r0/ε)

P−→ 1

−Ed
при ε → 0,

где Ed =


−
√
π ·

[
ln 2−

d−2∑
i=1

(−1)i+1

i

]
, d− четное,

√
2 ·

[
ln 2−

d−2∑
i=1

(−1)i+1

i

]
, d− нечетное.

Идея доказательства.
Рассмотрим идеальную ситуацию, когда наблюдений очень много и при-

ближения к центру симметрии не зависят от объема и расположения точек
выборки.

Пусть r(m̂i) = ri — расстояние между i-м приближением к центру сим-
метрии m̂i и истинным значением центра симметрии.

Тогда с помощью геометрических рассуждений можно показать, что по-
следовательность из − ln ri является процессом восстановления. Сходи-
мость этого процесса может быть доказана с помощью элементарной теоре-
мы восстановления [11]. Также из геометрических соображений вычисляется
средняя величина шага этого процесса.

Таким образом, имеет место сходимость по вероятности нормированного
числа шагов алгоритма к константе.

Из значения константы Ed следует, что с увеличением размерности про-
странства d алгоритм будет сходиться за большее количество шагов, что ожи-
даемо.
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Исследование сходимости и робастности

Сходимость

На рисунке 1 представлены зависимости нормы ошибки от количества
итераций для равномерного распределения в шаре и для стандартного мно-
гомерного нормального в случае размерностей 2-6.
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Зависимость нормы ошибки от количества итераций для разных размерностей

Рис. 1: Зависимость нормы ошибки от количества итераций. Делается 1000 модели-
рований, чтобы получить среднее значение нормы ошибки.

Результаты моделирования показывают, что при увеличении размерно-
сти скорость сходимости алгоритма замедляется и приближение к истинно-
му значению происходит за большее количество итераций. Причем это ха-
рактерно для обоих рассматриваемых распределений в равной степени. Это
может говорить о том, что тип распределения оказывает незначительное вли-
яние на общую тенденцию сходимости алгоритма.

Как видно из рисунка 1, на начальных итерациях скорость сходимости
подобна линейной, после чего наблюдается выполаживание. Наиболее отчёт-
ливо этот эффект виден для размерностей 2 и 3, тогда как в случае больших
размерностей выполаживание происходит за большее число итераций. На ос-
новании этого можно предположить, что скорость сходимости остаётся ли-
нейной при любой размерности, а выполаживание связано с тем, что выборка
имеет конечный объем: на больших итерациях алгоритм может прыгать по
элементам выборки, лежащим рядом с центром симметрии.
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Робастность

Случай фиксированной точности
Рассмотрим зависимость нормы ошибки от веса выброса для различных

расстояний от истинного значения центра симметрии в случае фиксирован-
ной точности для двумерного стандартного нормального распределения. Вес
выброса — это доля точек в выборке, которые заменяются на точку-выброс.
Результаты моделирования представлены на рисунке 2 (a). Видно, что точ-
ность оценки медианы уменьшается практически линейно с увеличением ве-
са выброса. Это означает, что точность пропорциональна весу выброса, и при
более значимых выбросах оценка становится менее точной. Причем от уда-
ленности от истинного значения это не зависит, так как для всех r результаты
примерно одинаковы при заданной точности ε.

Случай фиксированного количества итераций
Изменим критерий остановки алгоритма 1: совершим ровно k итераций

вне зависимости от того, достигнута ли точность ε, и запустим алгоритм
вновь на тех же данных. Результаты моделирования представлены на рисун-
ке 2 (b).

Из результатов эксперимента можно предположить, что удаленность вы-
броса влияет на скорость сходимости алгоритма 1: для меньших значений r
алгоритм сходится быстрее, чем для больших значений r.

(a) Фиксирована точность (b) Фиксировано количество итераций 

Рис. 2: Зависимость нормы ошибки от веса выброса и удаленности от истинного зна-
чения. Часть выборки заменяется на точку с заданным весом на расстоянии r ∈
{5, 10, 50, 100, 500, 1000, 5000} от истинного значения. Рассматриваются веса 5%,
10%, 15%, 20%, 25% от объема выборки. Алгоритм 1 запускается для ε = 0,01
(a) и для фиксированного количества итераций k = 10 (b).
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Сравнение результатов работы с другими алгоритмами

Сравним работу предложенного алгоритма с популярными алгоритмами
оценивания многомерного параметра положения.

Рассмотрим изменение ошибки оценки центра симметрии для разных
объемов выборки в случае многомерного стандартного нормального распре-
деления размерности 4. Результаты моделирования представлены на рисунке
3.
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Рис. 3: Медианные значения нормы ошибок для выборок объема 100, 500, 1000, 5000
и 10000 из нормального распределения с (b) выбросами и (a) без них.

Иcходя из вида рисунка 3 (a) можно предположить, что алгоритм 1 при
заданных объемах выборки сопоставим по точности с геометрической меди-
аной — конкурентом по временной сложности, а также с медианой Тьюки.

Заменим в выборке 5% наблюдений на выброс — точку (8, 6, 5, 10)T и
запустим алгоритмы вновь. Результаты представлены на рисунке 3 (b). Видно,
что предложенный алгоритм 1 уже немного хуже оценивает параметр поло-
жения, однако точность все равно близка к геометрической медиане и меди-
ане Тьюки.

Таким образом, результаты сравнения показывают, что новый алгоритм 1
при более подробном исследовании может конкурировать с известными ал-
горитмами оценки многомерного параметра положения.

Заключение

В рамках работы был реализован новый стохастический алгоритм робаст-
ного оценивания центра симметрии в многомерном пространстве. Исследо-
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вана на модельном примере и строго доказана его скорость сходимости, а
также временная сложность. Проведено сравнение с распространёнными ал-
горитмами, которое показало, что предложенный алгоритм и его модифика-
ция, повышающая точность оценки, дают сопоставимые результаты и не усту-
пают по точности. Алгоритм эффективен для больших выборок и высоких
размерностей, что делает его перспективной альтернативой существующим
методам.
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