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Аннотация
Рассматривается временной ряд состоящий из суммы сигнала
и возмущения. Исследуется ошибка восстановления сигнала,
полученная методом SSA. Для этого применяется теория воз-
мущений, позволяющая исследовать ошибки первого порядка
по величине возмущения. При этом численно показано, что ре-
зультаты, полученные таким образом, асимптотически описы-
вают поведение полной ошибки. Для возмущения в видешума и
выброса показано, что смещение оценки сигнала зависит толь-
ко от выброса, а дисперсия — только от шума с нулевым мате-
матическим ожиданием. Получены явные формулы для первого
порядка ошибки в случае экспоненциального сигнала и выброса
(до диагонального усреднения). Численное моделирование по-
казало, чтоMSE оценки сигнала пропорционально рангу сигна-
ла при той же амплитудной модуляции.

Введение

Исследуется временной ряд X = (x1, . . . , xN ), xi ∈ R, длины N , состоя-
щий из двух компонент: сигнала S и возмущения E. Возмущение E зачастую
представляется в виде выброса или шума. Важной задачей является получе-
ние оценки сигнала S̃. Для этого может применяться метод SSA, представ-
ленный, например, в [1], и описанный нами в первой части работы. Интерес
представляет исследование ошибки восстановления сигнала S̃− S.

В работе применяются теория возмущений [2] и результаты, полученные
в [3] для исследования первого порядка ошибки. В [4], применяя этот же под-
ход, были представлены явные формулы для ошибки первого порядка оценки
константного сигнала при возмущении в виде выброса. В данной работе по-
лучен явный вид матрицы первого порядка ошибки для экспоненциального
сигнала S =

(
emb
)N
m=1

и возмущения в виде выброса. Существующие ро-
бастные варианты метода SSA [5, 6] являются итеративными, в силу этого
трудоемкими и также менее точными при отсутствии выбросов по сравнени-
ем с базовым вариантом. Поэтому исследование влияния выбросов на резуль-
тат восстановления сигнала с помощью базового метода SSA представляет
значительный интерес.
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В последней части статьи представлены результаты численного модели-
рования, демонстрирующие поведение полной ошибки и ошибки первого по-
рядка. В статье [4] была показана пропорциональность MSE оценки сигнала
рангу для сигнала в виде суммы комплексных экспонент, имеющих постоян-
ный модуль. В данной работе показан аналогичный результат для веществен-
ного экспоненциально-гармонического сигнала.

Алгоритм SSA

Кратко опишем алгоритм SSA для получения оценки сигнала.
Входные параметры: временной ряд X = (x1, . . . , xN ), длина окна L,

ранг сигнала r.
Результат: восстановленный сигнал S̃.

1. Вложение. Построим X ∈ RL×K — L-траекторную матрицу времен-
ного ряда X: X = TLX = [X1 : · · · : XK ], где K = N − L + 1,
Xi = (xi, . . . , xi+L−1)

T ∈ RL.

2. Разложение. Построим сингулярное разложение матрицы X:

X =

rankX∑
k=1

√
λkUkV

T
k =

rankX∑
k=1

X̂k,

где Uk и Vk — левые и правые сингулярные векторы X,
√
λk — сингу-

лярные числа в порядке убывания.

3. Группировка. Группируем слагаемые X̂k из разложения, относящиеся
к сигналу: Ŝ =

∑r
k=1 X̂k.

4. Диагональное усреднение. Применяем проекцию на пространство
ганкелевых матриц: S̃ = ΠHŜ, и переходим к форме ряда: S̃ = T −1

L S̃.

Ошибкой восстановления будем называть ряд F = S̃− S.
L-рангом временного ряда называют ранг его L-траекторной матрицы.

Интерес представляют сигналы конечного ранга, т.е. сигналы, L-ранг кото-
рых не зависит от длины окна. В [1] подробнее описаны свойства рядов ко-
нечного ранга. Там же приведены примеры сигналов конечного ранга, в част-
ности, экспоненциально-гармонический сигнал S = (sm)Nm=1 с

sm =

p∑
j=1

Aje
αjm cos(2πωjm+ φj),
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где Aj , αj ∈ R, ωj ∈ [0, 1/2], φj ∈ [0, 2π). Для суммы из одного слагаемого
ранг равен 1, если ω1 = 0 или ω1 = 0.5, и равен 2 иначе.

Исследование ошибки первого порядка

Рассмотрим ряд X = S(δ), где S(δ) = S+δE; обозначим S̃ оценку сигна-
ла методом SSA. Из [3] известно следующее представление (полной) ошибки
восстановления:

F = F(S, δE) = S̃− S = T −1ΠH(δS(1) + δ2S(2)(δ)).

Назовём ошибкой восстановления первого порядка часть полной ошибки,
линейно зависящую от δ: δF(1) = T −1

L ΠH(δS(1)). Примем δ = 1. Теорема 2.1
из [3] даёт следующую формулу для S(1) ∈ RL×K :

S(1) = S(1)(S,E) = −P⊥
0 EQ⊥

0 +P⊥
0 E+EQ⊥

0 , (1)

где P⊥
0 — проектор на пространство столбцов S, Q⊥

0 — проектор на про-
странство строк S.

Для сигналов ранга 1 формула (1) принимает вид:

S(1) = S(1)(E,S) = −(UTEV )UV T + UUTE+EV V T. (2)

Смещение и дисперсия оценки сигнала при возмущении в виде
шума и выброса

ПустьE = En+Eo, гдеEn —случайный стационарный процесс с нулевым
математическим ожиданием и достаточно малой дисперсией, Eo состоит из
нулей за исключением значения a ∈ R на позиции k. Ряд En будем называть
шумом, Eo — выбросом.

Утверждение 1. Рассмотрим сигнал S, возмущение E = En+Eo, где En —
шум, Eo — выброс. Тогда

EF(1)(S,E) = F(1)(S,Eo),

DF(1)(S,E) = DF(1)(S,En),

где En = TLEn, Eo = TLEo.
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Доказательство. Из линейности TL следует, что E = En + Eo. Из линей-
ности формулы (1) по E получаем

S(1)(S,E) = S(1)(S,En) + S(1)(S,Eo),

а из линейности ΠH и T −1
L следует, что

F(1)(S,E) = F(1)(S,En) + F(1)(S,Eo).

Так как слагаемое F(1)(S,Eo) не случайно,

DF(1)(S,E) = DF(1)(S,En),

а пользуясь линейностью математического ожидания и тем, что EEn = 0,
получаем, что

EF(1)(S,E) = F(1)(S,Eo).

Далее будут рассматриваться сигналы, для которых первый порядок
ошибки адекватно описывает полную ошибку при росте N . Для таких сиг-
налов утверждение 1 позволяет сделать следующий вывод: при возмущении
в виде шума и выброса, шум отвечает за дисперсию оценки сигнала, а вы-
брос — за смещение.

Утверждение 2. Пусть E — возмущение в виде выброса a на позиции k.
Тогда ошибка первого порядка F(1) пропорциональна a.

Доказательство. Определим матрицу E1 ∈ RL×K следующим образом:

E1[p, q] =

{
1, p+ q − 1 = k;

0, иначе.
(3)

Тогда aE1 —траекторная матрица возмущения в виде рассматриваемого вы-
броса. Подставляя её в формулу (1), получаем

S(1)(S, aE1) = aS(1)(S,E1),

откуда
F(1)(S, aE1) = aF(1)(S,E1).

В случае сигнала, для которого первый порядок ошибки адекватно опи-
сывает полную, и возмущения в виде шума и выброса, утверждение 2 даёт
следующий результат: смещение оценки сигнала пропорционально значению
выброса a. Значит достаточно рассматривать смещение в случае a = 1.
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Вещественный экспоненциальный сигнал

Рассмотрим сигнал в виде вещественной экспоненты S =
(
emb
)N
m=1

,
b ∈ R и возмущение E в виде выброса a = 1, на позиции k. Получим явный
вид матрицы первого порядка ошибки восстановления сигнала S.

Сингулярные векторы этого сигнала имеют следующий вид

U =
1

vL

(
eb, e2b, . . . , eLb

)T
, V =

1

vK

(
eb, e2b, . . . , eKb

)T
, (4)

где

v2j = e2b + e4b + . . .+ e2jb = e2b
e2jb − 1

e2b − 1
, j ∈ N.

Траекторная матрица возмущения имеет вид (3).
В формуле (2) обозначим слагаемые следующим образом

A = UTEV UV T, B = UUTE, C = EV V T

и подставим в них векторы U и V из (4) и матрицу E = E1 из (3). Найдём
элементы этих матриц. Имеем:

A[p, q] = UTEV (UV T)[p, q] =

(
1

vLvK

∑
m1,m2

e(m1+m2)bE[p, q]

)
· e

(p+q)b

vLvK
=

=
e(p+q)b

v2Lv
2
K

∑
m1+m2−1=k

e(m1+m2)b =
wk

v2Lv
2
K

e(p+q+k+1)b,

где wk — число элементов на k-ой диагонали, перпендикулярной главной,
значит

wk =


k, k ≤ L;

L, L < k < K;

N − k + 1, k ≥ K.

Далее,

B[p, q] =

L∑
m=1

(UUT)[p,m]E[m, q] =

{
1
v2
L
e(p−q+k+1)b, k + 1− L ≤ q ≤ k;

0, иначе;

и

C[p, q] =

K∑
m=1

E[p,m](V V T)[m, q] =

{
1
v2
K
e(−p+q+k+1)b, k + 1−K ≤ p ≤ k;

0, иначе.
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Обозначим A = e(p+q+k+1)b/(v2Lv
2
K). Итого получаем: eсли k ≤ L,

S(1)[p, q] = A
(
−k + v2Le

−2pb
1[1,k](p) + v2Ke−2qb

1[1,k](q)
)
; (5)

если L < k < K ,

S(1)[p, q] = A
(
−L+ v2Le

−2pb + v2Ke−2qb
1[k+1−L,k](q)

)
; (6)

если k ≥ K, пусть l = N − k + 1, тогда

S(1)[p, q] = A
(
−l + v2Le

−2pb
1[k+1−K,L](p) + v2Ke−2qb

1[k+1−L,K](q)
)
. (7)

Сформулируем этот результат в виде теоремы.

Теорема 1. Пусть сигнал S =
(
emb
)N
m=1

, b ∈ R, возмущение E состоит
из выброса a на позиции k, S(1) — матрица первого порядка ошибки. Тогда
S(1)/a имеет вид: (5), если k ≤ L; (6), если L < k < K; (7), если k ≥ K.

Численное моделирование

Численное сравнение первого порядка ошибки и полной ошибки
восстановления сигнала

При исследовании вещественного экспоненциального сигнала с дли-
ной ряда N → +∞, рассматривается последовательность сигналов
SN =

(
embN

)N
m=1

, где bN = C/N,C ∈ R. Для такой последовательности
сигналов, последний элемент ряда eNbN = eC = const, а первый элемент
ряда ebN = eC/N −→ 1, при N −→ +∞.

В Таблице 1 продемонстрированы результаты для сигналов
SN =

(
embN

)N
m=1

, bN = ln(2)/N , и выброса a = 15 на позиции k.
Столбцы таблицы отвечают за разные длины N ; строки — за различные
позиции выброса k и длины окна L. Для каждой пары k, L указан макси-
мальный модуль полной ошибки восстановления и модуль максимальной
разницы между полной ошибкой и первым порядком ошибки. Как можно
заметить, разность стремится к нулю при любых значениях L и k, но полная
ошибка стремится к нулю только, если L пропорционально N .

Численное сравнение ошибки для больших рангов

Продемонстрируем поведение ошибки восстановления при возмущении
в виде выброса в случае сигналов больших рангов.
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N 100 1000 10000
k = N/2− 1, L = N/2, полная 3.63× 10−1 3.98× 10−2 4.06× 10−3

k = N/2− 1, L = N/2, разница 5.58× 10−2 7.38× 10−4 7.61× 10−6

k = 19, L = 20, полная 7.72× 10−1 7.51× 10−1 7.50× 10−1

k = 19, L = 20, разница 6.29× 10−2 9.67× 10−3 9.86× 10−4

k = 19, L = N/2, полная 4.79× 10−1 4.28× 10−2 4.17× 10−3

k = 19, L = N/2, разница 7.51× 10−2 1.27× 10−3 1.29× 10−5

k = N/2, L = 20, полная 7.51× 10−1 7.50× 10−1 7.50× 10−1

k = N/2, L = 20, разница 5.74× 10−3 5.12× 10−6 5.07× 10−9

Таблица 1: Максимальная разница между ошибкой I порядка и полной для выброса.

На Рис. 1 изображено поведение модуля ошибки восстановления сигнала
при разных длинах оконL. На левом рисунке изображён случай вещественно-
го экспоненциального сигнала SN =

(
embN

)N
m=1

, bN = ln(2)/N , N = 3999,
имеющего ранг 1, и выброса a = 1, на позиции k = N/3. Справа изображена
ошибка для сигнала sm = embN (cos(2πm/40) + cos(2πm/20 + π/3)), име-
ющего ранг 4. В Таблице 2 показано значение MSE оценки этих сигналов,
умноженное на длину ряда, а также отношение MSE для ранга 4 к MSE для
ранга 1. Как можно заметить, это отношение близко к 4.
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Рис. 1: Поведение ошибки восстановления при разных рангах.

Заключение

Получен явный вид матрицы первого порядка ошибки для экспоненци-
ального сигнала при возмущении в виде выброса. Численно показано, что
для такого сигнала первый порядок по величине выброса адекватно описыва-
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L rank = 1 rank = 4 Отношение
500 1.33e-03 5.34e-03 4.002
1000 7.35e-04 2.94e-03 4.001
2000 8.90e-04 3.56e-03 4.004
Таблица 2: MSE оценки сигнала ранга 1 и 4.

ет полную ошибку. Также численно показана зависимость MSE от ранга для
сигнала в виде суммы экспоненциально-модулированных гармоник с одина-
ковым показателем экспонент, что делает теоретический результат потенци-
ально применимым для гораздо более широкого класса сигналов, чем просто
вещественные экспоненты.

Так как доказано, что при возмущении в виде суммышума и выброса сме-
щение первого порядка оценки сигнала зависит только от значения выброса,
полученные результаты дают полезную информацию и для зашумленных ря-
дов.
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