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1. Введение
Успешная деятельность большинства крупных современных компа-

ний, таких как Google и Яндекс, Amazon и Walmart, была бы невоз-
можна без использования рекомендательных систем. Речь идет о си-
стемах, которые делают предположения относительно оценки каждым
конкретным пользователем товаров и услуг, предлагаемых компанией,
и рекомендуют наиболее подходящие.
Одним из основных методов, использующихся при создании реко-

мендательных систем, является коллаборативная фильтрация, что под-
тверждается большим количеством исследований на эту тему, напри-
мер [25], [28] и [14]. Метод позволяет предсказать выбор конкретного
пользователя на основании уже имеющихся данных о поведении других
пользователей. Основная идея метода заключается в том, что пользо-
вателям, демонстрирующим схожее поведение, можно рекомендовать
похожие товары.
Хорошим примером использования коллаборативой фильтрации яв-

ляются такие сервисы как Netflix, Ozon, Okko. Кроме того, существуют
наборы данных, такие как Amazon [26] и MovieLens [13], которые нахо-
дятся в открытом доступе, предназначаясь для тренировки различных
рекомендательных систем в исследовательских целях, и будут исполь-
зованы в этой работе для валидации результатов.
В последние годы было предложено множество различных техник

для применения коллаборативной фильтрации к реальным задачам.
Некоторые обобщают подходы матричной факторизации [1], другие же
используют нейросетевые архитектуры, такие как вариационные авто-
кодировщики [8] или системы с обучением на последовательностях [24].
Из-за того что модели машинного обучения способны интерпретировать
лишь математические объекты, а реальные данные не всегда являются
таковыми (это могут быть строки, или id-номера, состоящие из цифр
и букв), необходимо предварительно кодировать объекты и субъекты
информационного процесса в числовые пространства. Правильный под-
ход к проведению этого этапа может привести к значительному повыше-
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нию эффективности работы рекомендательных систем, таких как [16]
и [24]. Компании, заинтересованные в повышении качества рекоменда-
ций, мотивируют дальнейшие исследования в этой области. Одним из
перспективных направлений для изучения является внедрение гипербо-
лической геометрии в архитектуру нейронных сетей.
Применение гиперболической геометрии — один из способов каче-

ственно отобразить реальные данные на числовое пространство для
использования в машинном обучении [33]. За счет некоторых полез-
ных свойств гиперболическая геометрия обеспечивает интерпретируе-
мое вложение данных с иерархической структурой в пространство скры-
тых факторов, что было показано в работе [21].
Важной характеристикой гиперболического пространства является

кривизна. В некоторых исследованиях кривизна фиксируется как кон-
станта — например, в работах [44], [11] авторы фиксируют кривизну
как единицу. Однако при дальнейшем изучении было установлено, что
модели с точно выбранной кривизной, соответствующей специфике кон-
кретного набора данных, показывают лучшие результаты [17].
Вычислить кривизну можно с помощью такой характеристики дан-

ных как дельта-гиперболичность, которая была введена Михаилом Лео-
нидовичем Громовым в работе [12]. Основная сложность состоит в том,
что асимптотика базового подхода к вычислению этой величины со-
ставляет O(n4) относительно количества элементов в наборе данных,
что делает работу в реальных случаях очень ресурсоемкой. Несмотря
на это, алгоритм точно вычисляет δ-гиперболичность, поэтому может
быть использован для подтверждения корректности других алгорит-
мов. Для приблизительной оценки этой величины, а также для иссле-
дования ее поведения при изменении размера выборки и размерности
пространства, исследователями лаборатории «Вычислительного Интел-
лекта» [40] Сколтеха был предложен алгоритм, вычисляющий эту ве-
личину параллельно на небольших порциях данных. Эксперименталь-
ным путем было выяснено, что даже этот алгоритм не подходит для
работы на наборах реальных данных также из-за высокой ресурсоемко-
сти и значительной ошибки относительно базового алгоритма. Таким
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образом, в рамках продолжения исследований по применению гипербо-
лической геометрии в рекомендательных системах был сформулирован
запрос на разработку алгоритма подсчета δ-гиперболичности, который
более точно аппроксимирует базовый алгоритм и менее ресурсоемок.
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2. Постановка задачи
Целью данной работы является разработка эффективного подхода

к подсчету δ-гиперболичности. Для достижения этой цели были постав-
лены следующие задачи.

1. Провести обзор существующих подходов и эвристик для ускоре-
ния подсчета δ-гиперболичности. Выбрать наиболее эффективные
алгоритмы.

2. Реализовать выбранные алгоритмы в форме библиотеки с Python-
интерфейсом.

3. Провести сравнительный анализ точности реализованных алго-
ритмов с наивным алгоритмом расчета δ-гиперболичности на син-
тетических данных.

4. Провести сравнительный анализ точности реализованных алго-
ритмов с наивным алгоритмом расчета δ-гиперболичности, реа-
лизованном на GPU на датасетах MovieLens и Amazon.

5. Провести сравнительный анализ производительности реализован-
ных алгоритмов с эвристикой, разработанной в лаборатории «Вы-
числительного интеллекта», на датасетах MovieLens и Amazon.
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3. Обзор
В данном разделе будут рассмотрены основные понятия, связанные

с определением гиперболического пространства, а также существующие
алгоритмы и эвристики для подсчета δ-гиперболичности.

3.1. δ-гиперболичность в коллаборативной фильтра-
ции

Гиперболическая геометрия была формализована Николаем Лоба-
чевским в 1829 году. С точки зрения задачи коллаборативной филь-
трации гиперболическая геометрия интересна своим репрезентативным
представлением иерархических структур в скрытом пространстве, кото-
рые нередко возникают в наборах данных, использующихся в предмет-
ной области. Наборы данных, которые используются в этой работе пред-
ставляют собой разреженную матрицу, где на пересечении i-го столбца
и j-ой строки стоит некое число, отображающее взаимодействие соот-
ветствующего пользователя и товара. Иерархичность может возникать,
например, из популярности, то есть ближе к корню (середине диска) на-
ходятся наиболее популярные товары, на периферии — более нишевые
или новые. Эффект проиллюстрирован на Рис. 1, представленном в ра-
боте [18], где справа изображена древовидная структура, а слева диск
Пуанкаре.

Рис. 1: Вложение иерархических структур в гиперболическое пространство
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3.1.1. Формализация гиперболического пространства: диск
Пуанкаре

Существует несколько формализаций гиперболического простран-
ства, самые известные из них: псевдосфера, модель Бертрами-Кляйна,
гиперболоид, полуплоскость Пуанкаре и шар Пуанкаре. Каждая мо-
дель имеет свои достоинства и недостатки, выбор в пользу того или
иного формального обоснования зависит лишь от прикладной задачи,
в которой предполагается использование гиперболического простран-
ства.
В данной работе в качестве основной модели рассматривается диск

Пуанкаре, так как именно эта интерпретация позволяет переопределить
большинство алгебраических операций, необходимых для реализации
моделей машинного обучения. Кроме того эффективность данной мо-
дели уже была продемонстрирована в применении к рекомендательным
системам [15].
Модель шара Пуанкаре — это гиперболическое пространство раз-

мерности n, представленное открытым единичным шаром:

Bn = {x ∈ Rn : ∥x∥ < 1}

с постоянной кривизной k = −1.
Реальные данные не всегда могут хорошо описываться моделью с

кривизной k = −1, поэтому в общем случае она может быть парамет-
ризована как

k−1 = −c2. (1)

Тогда модель диска Пуанкаре примет вид открытого шара с радиусом
1√
c
и будет скорректирована следующим образом:

Bn
c = {x ∈ Rn : c∥x∥2 < 1, c ≥ 0}

Вычисление кривизны может показать, насколько искривлено скры-
тое пространство — то есть насколько успешным будет применение ги-
перболической геометрии для представления конкретных данных. Кро-
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ме того, не последнюю роль играет точность, с которой вычислена кри-
визна [32].

3.1.2. δ-гиперболичность и кривизна пространства

Во многих работах, например [43], [19] и [30] для измерения кривиз-
ны используется понятие δ-гиперболичности — величины, введенной
Михаилом Леонидовичем Громовым в работе [12]. Параметр c, исполь-
зующийся в общем определении кривизны конкретного многообразия в
(1), в этом случае определяется как отношение:

c(X) =

(
δP
δX

)2

где δP — δ-гиперболичность диска Пуанкаре единичного радиуса.
δ-гиперболичность для метрического пространства X, в свою оче-

редь, определяется следующим образом.

Определение (δ-гиперболичность) Метрическое пространство X с
метрикой d δ-гиперболично, если ∀ x, y, z, ω ∈ X выполняется нера-
венство:

δ ≥ min((x, y)ω, (y, z)ω)− (x, z)ω (2)

где (x, y)ω — произведение Громова, которое определяется как:

(x, y)ω =
1

2
(d(ω, x) + d(ω, y)− d(x, y)) (3)

δ-гиперболичность пространства X задается нижней границей
возможных δ, при которых пространство (X, d) δ-гиперболично:

δX = min δ (4)

Неформально δ-гиперболичность можно описать как условие того,
что любая точка на стороне любого треугольника, образованного геоде-
зическими линиями, лежит в объединении δ-окрестностей других сто-
рон.
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Стоит отметить, что для диска Пуанкаре δ-гиперболичность может
быть рассчитана аналитически и равна ln(1 +

√
2) [41]. Таким образом,

для расчета кривизны необходимо вычислить только параметр δX , эф-
фективный алгоритм для подсчёта которого разрабатывается в данной
работе.
Помимо δ-гиперболичности существуют другие способы для опреде-

ления и подсчета кривизны пространства. В работах последних лет для
этой цели также используется отображение Вейнгартена [4], [9], одна-
ко работа с этим понятием предполагает выполнение некоторых усло-
вий, например ориентированность многообразия, гарантировать кото-
рые невозможно для произвольного набора данных.

3.1.3. δ-гиперболичность: эквивалентные определения

δ-гиперболичность является важной характеристикой для анализа
графов, поэтому нередко в литературе можно встретить эквивалентное
определение [5, 30].
Пусть G = (V,E) — граф, Si — суммы соответствующих расстояний

для вершин a, b, c, d ∈ V

S1 = d(a, b) + d(c, d)
S2 = d(a, c) + d(b, d)
S3 = d(a, d) + d(b, c)

(5)

Предположим, что S3 < S2 < S1, тогда гиперболичность графа опре-
деляется выражением:

δ =
min(S1 − S2)

2
∀ a, b, c, d ∈ V (6)

.

3.2. Алгоритмы подсчета δ-гиперболичности
В данном разделе описаны существующие алгоритмы и эвристики

подсчета δ-гиперболичности. В первую очередь, они включают в себя
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наивный алгоритм и эвристику для ускорения подсчета, предложенную
в лаборатории «Вычислительного интеллекта». Несмотря на то, что
данная эвристика ускоряет алгоритм, полученная аппроксимация не
гарантирует высокую точность относительно базового наивного алго-
ритма. Поэтому в рамках исследования более оптимальных стратегий
для подсчета δ-гиперболичности, приводится обзор других алгоритмов
и эвристик, в том числе из смежных областей.

3.2.1. Наивный алгоритм

Использование для вычислений неравенств из определения (4) явля-
ется самым прямолинейным подходом. Согласно этому подходу необхо-
димо перебрать все возможные четвёрки элементов множества X, ко-
торые определяют нижнюю границу δ, для которой X δ-гиперболично.
Псевдокод для алгоритма представлен в Листинге 1. Асимптотика дан-
ного алгоритма равна O(n4). Такой способ дает точный результат и
подходит для работы с небольшими объемами данных, так как с ро-
стом количества точек, принадлежащих множеству X, время расчета
растет очень быстро.

Algorithm 1 Наивный алгоритм
Require: S – матрица расстояний между точками
Ensure: δ — дельта-гиперболичность

δ ← 0
for p← 1 to N do
for h← 1 to N do
for c← 1 to N do
for k ← 1 to N do

S1 = S[p, h] + S[k, c]
S2 = S[p, k] + S[h, c]
S3 = S[p, c] + S[k, h]
M = 0.5 · (S1 −max(S2, S3))
δ ← max(δ,M)

end for
end for

end for
end for
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3.2.2. Алгоритм Condensed

Чтобы сократить время расчета δ-гиперболичности, в лаборатории
«Вычислительного интеллекта» Сколтеха [40] был разработан алгоритм,
вычисляющий δ-гиперболичность несколько раз для конкретного раз-
мера выборки и усредняющий полученные результаты. Методы, ис-
пользующие такой подход для оценки величины называются методами
Монте-Карло. Для каждого эксперимента одна из четырех необходи-
мых для подсчета точек фиксируется, что позволяет получить асимп-
тотику O(mn3), где m — количество сэмплирований выборки заданного
размера. В оригинальной реализации данный параметр по умолчанию
равен 25.

3.2.3. Альтернативные алгоритмы и эвристики

Алгоритмы оценки δ-гиперболичности можно разбить на два мно-
жества методов: те, что работают с представлением данных в виде на-
бора точек в непрерывном n-мерном метрическом пространстве, и те,
что работают с дискретным представлением, например, вершинами и
ребрами графа. Первое представление данных активно используется
на числовых векторах, представляющих данные в латентных числовых
пространствах, например, для работы с изображениями [23, 22] или
аудио [20]. Графовые представления, в свою очередь, активно применя-
ются для анализа сложных сетей [42].
Основные теоретические подходы для эффективной оценки δ в дис-

кретных метрических пространствах представлены в работе [10], кото-
рая содержит оптимизации для оригинального алгоритма, а также раз-
личные его аппроксимации. Так, в рамках неё предлагается эквивалент-
ная формулировка, основанная на быстром min − max перемножении
матриц. Это позволяет сократить асимптотику алгоритма до O(n3.69).
Также в рамках данной работы аналитически показано, что выбор од-
ной опорной точки даёт оценку дельты, не более чем в два раза от-
личающуюся от оригинальной при вычислительной сложности O(n2.69).
Помимо этого, авторы предлагают (2log2n)-аппроксимацию оценки δ-
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гиперболичности, которую можно получить за O(n2), вложив метри-
ческое пространство во взвешенное дерево определенного вида. Одна-
ко, стоит отметить, что использование данных подходов осложняется
отсутствием поддержки эффективных алгоритмов в известных мате-
матических библиотеках, в отличие от матриц, определенных над по-
лем вещественных чисел. Кроме того, данный прямолинейный подход
не предполагает оценки δ-гиперболичности с учетом заданного вычис-
лительного бюджета. В то же время, предложенные порядки аппрок-
симации алгоритма допускают значительную ошибку при оценке δ-
гиперболичности, что может негативно сказаться на дальнейшем ис-
пользовании полученного значения.
В случае подходов к оценке δ-гиперболичности для графов суще-

ствует значительное количество вариаций алгоритмов и эвристик [31,
2, 7, 39]. Это связано с тем, что в случае графов некоторые вершины
не соединены между собой, что позволяет хранить матрицы расстоя-
ний в разреженном формате и не учитывать некоторые пары в алго-
ритме, а также использовать информацию о встречающихся свойствах
компонент в графе для ускорения вычислений. Наиболее практический
и масштабируемый на большие данные алгоритм под названием CCL
(Cohen, Coudert, Lancin) был предложен в работе [5]. Авторы описы-
вают эвристику, в рамках которой пары точек сортируются в порядке
убывания расстояния между точками. Также авторами предлагается
критерий останова, который позволяет избежать полного перебора. В
худшем случае данный подход дает асимптотику равную асимптотике
наивного алгоритма, однако экспериментальное сравнение на различ-
ных наборах данных продемонстрировало его практическую эффектив-
ность. Отдельно стоит отметить, что в алгоритме предлагается возмож-
ность установки вычислительного бюджета фиксированием количества
рассматриваемых пар удаленных друг от друга точек. Несмотря на то
что алгоритм разработан для исследования кривизны графов, решение
может быть применено к случаю непрерывного многообразия. Асимп-
тотика такого решения — O(|P |2+P log(P )), где |P | — количество самых
удаленных друг от друга пар точек. Псевдокод алгоритма представлен
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в Листинге 2.

Algorithm 2 Алгоритм CCL
Require: S – матрица расстояний между точками
Ensure: δ — дельта-гиперболичность

P = {(x1, y1, ), . . . , (xN , yN)} ← индексы пар точек, расстояние между
которыми отсортировано по убыванию
δ ← 0
for i← 1 to N do
if S(xi, yi) ≤ 2δ then
return δ

end if
for j ← 1 to i− 1 do

p = xi, h = yi, k = xj, c = yj
S1 = S[p, h] + S[k, c]
S2 = S[p, k] + S[h, c]
S3 = S[p, c] + S[k, h]
M = 0.5 · (S1 −max(S2, S3))
δ ← max(δ,M)

end for
end for

3.3. Выводы
В ходе данного обзора были рассмотрены основные понятия для

определения δ-гиперболичности, а также некоторые идеи для ее подсче-
та. Значительная их часть представлена теоретическими результатами
и аппроксимациями алгоритма. Однако аппроксимация предложенных
алгоритмов грубее существующего алгоритма для подсчета параметра,
также большинство работ не учитывают специфику обработки боль-
шого объема данных. Для дальнейшей реализации в рамках данной
работы был выбран алгоритм CCL, который обладает рядом преиму-
ществ — используемая в нем эвристика показывает высокую точность,
также алгоритм предоставляет возможность задавать вычислительный
бюджет, что важно для обработки больших объемов данных.
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4. Реализация
В данном разделе приводится обзор и выбор конкретных техноло-

гий для реализации библиотеки с алгоритмом, детали реализации ал-
горитма CCL для подсчета δ-гиперболичности для различных вычис-
лительных архитектур. Также, поскольку иногда требуется многократ-
ный подсчет δ-гиперболичности в конечном пайплайне для рекоменда-
тельных систем, в данной работе было предложено решение для парал-
лельного подсчета параметра за счет многопоточности.

4.1. Выбор инструментария
Базовым шагом при выборе инструментария является формулиро-

вание требований к конечному решению. Совместно с сотрудниками ла-
боратории «Вычислительного интеллекта» были выделены следующие
необходимые свойства:

• скорость алгоритма;

• масштабируемость на большие данные;

• точность вычислений;

• поддержка различных вычислительных архитектур (CPU и
GPU);

• распространение языка разработки в ML-сообществе.

Было установлено, что реализация алгоритмов на языке Python мо-
жет удовлетворить всем поставленным требованиям. Язык Python в
стандартной реализации (интерпретатор CPython [3]) ввиду некоторых
особенностей, таких как ограничение многопоточности и интерпретиру-
емый код — нестандартный выбор для улучшения производительности
вычислительных алгоритмов. Однако реализация кода на Python зна-
чительно сокращает время разработки новых решений, также ускоряет
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проверку гипотез. Ниже рассмотрены популярные решения для опти-
мизации кода на выбранном языке разработки для различных вычис-
лительных архитектур.

4.1.1. Инструменты для CPU

Так как проблему скорости языка пытались решить со дня его со-
здания, в настоящее время существуют некоторые пути обхода огра-
ничений Python, которые позволяют минимизировать как время раз-
работки, так и время работы реализованных алгоритмов. В настоящее
время наиболее популярны такие решения как PyPy [35], Numba [45] и
Cython [6].
PyPy — альтернативный интерпретатор кода Python, написанный

на RPython (restricted Python), специальном расширении языка Python,
подразумевающем статическую типизацию. Основные различия с базо-
вым интерпретатором CPython заключаются в следующих аспектах:

• Механизм сборки мусора — в отличие от CPython [6], PyPy [35]
не использует счетчик ссылок, что снимает проблему блокировки
многопоточности.

• Процесс интерпретации кода — судя по документации [34], PyPy
использует tracing JIT-компиляцию, что означает, что самые ча-
сто использующиеся операции оптимизируются и переводятся сра-
зу в машинный код. CPython в свою очередь расходует дополни-
тельное время на трансляцию кода.

• Совместимость с библиотеками — основной проблемой при работе
с PyPy может стать несовместимость с некоторыми библиотеками,
зависящими от функций языка C. Однако, высокоэффективные
пакеты для математических вычислений, такие как Scipy, Sklearn
и Numpy, поддерживаются.

Numba является JIT-компилятором кода Python, разработанным
Anaconda. Он ускоряет отдельные участки кода, отвечающие за мате-
матическое вычисления, переводя их в LLVM-код. Numba устанавлива-
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ется как обычная библиотека, а ускорение функций реализуется через
применение специальных декораторов к обычным функциям, реализо-
ванным на Python с некоторыми ограничениями.
Cython — расширение Python, позволяющее напрямую вызывать

функции C и С++. Проект нацелен на упрощение интеграции между
кодом на Python и C, и в некоторых случаях обеспечивает многократ-
ное ускорение вычислений. Большим минусом этого решения является
сильное отличие синтаксиса, что дает относительно высокий порог вхо-
да, увеличение времени на разработку.
Стоит заметить, что разработка реализации для центрального про-

цессора важна, поскольку обычно объем памяти на CPU значительно
больше, чем доступное количество памяти на GPU. Таким образом, в
некоторых случаях более оптимальным решением может оказаться ис-
пользование центрального процессора из-за возможности разместить
большее количество данных и отсутствия дополнительных расходов на
перенос данных с CPU на GPU и обратно.

4.1.2. Инструменты для GPU

В настоящее время наиболее популярным и эффективным способом
ускорения кода является использование вычислений на графическом
процессоре. При корректном использовании векторизации типа SIMD1
и расчете оптимальных значений для числа блоков и потоков код может
быть ускорен в десятки раз. Сегодня для языка Python существуют
следующие инструменты, позволяющие перенести вычисления с CPU
на GPU.
CuPy [29] — это адаптация функций библиотеки NumPy для вычис-

лений на графическом процессоре. В своей основе библиотека CuPy под-
держивает работу с многомерными массивами, хранящимися в памяти
GPU, и содержит оптимизации популярных векторизованных функций,
реализованных с помощью CUDA. CuPy является хорошим решением
для оптимизации функций, в основном полагающихся на векторизован-

1Single Insturction Multiple Data — технология векторизации, при которой одна инструкция приме-
няется к множеству данных
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ные функции Numpy. Так как в рассматриваемых алгоритмах ключе-
вую роль играет поиск максимума и последовательная обработка пар,
функциональность Numpy не может быть применена явным образом.
Numba. Написание ядер (функций для исполнения на графическом

процессоре) в библиотеке Numba производится за счет применения соот-
ветствующих декораторов и преобразования кода таким образом, чтобы
ядро содержало последовательность команд, которые будут исполнять-
ся каждым потоком независимо. Предоставленная функциональность
позволяет оптимизировать код с минимальными изменениями в син-
таксисе и является лучшим решением для реализации алгоритмов, для
логики которых не хватает функций, предложенных в CuPy. Кроме
того, использование оптимизаций Numba для CPU и GPU помогает вы-
держать код в едином стиле.

4.2. Реализация алгоритма CCL для различных ар-
хитектур

В данном разделе рассматриваются детали реализации алгоритма
CCL для CPU и GPU. Поскольку начиная с некоторого объема дан-
ных, для которых нужно рассчитать δ-гиперболичность, невозможна
загрузка всех данных, а именно матрицы расстояний, в память GPU в
рамках работы предложены две реализации алгоритма на GPU: для ма-
лых объемов данных (когда матрица расстояний помещается на GPU)
и для больших объемов данных (когда данные специальным образом
обрабатываются по частям).
Расчет δ-гиперболичности с использованием алгоритма CCL на цен-

тральном и графическом процессоре включает в себя следующие основ-
ные шаги:

• расчет матрицы расстояний;

• расчет массива отсортированных по расстоянию пар;

• основной алгоритм расчета, приведенный в Листинге 2.
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Первые два шага выполняются на центральном процессоре. Выбор
наиболее оптимального подхода для расчета матрицы расстояний пред-
ставлен в разделе 4.3. Для последнего шага в рамках данной работы
реализованы целевые модификации алгоритма.

4.2.1. Реализации на CPU и GPU

Для реализации ускоренных версий алгоритма на CPU и GPU был
реализован базовый алгоритм на Python согласно Листингу 2.
Если выбрана ускоренная модификация для CPU, основной алго-

ритм выполняется на центральном процессоре с использованием JIT-
компиляции, реализованной с помощью декоратора njit и при помощи
итератора prange библиотеки Numba [45]. Если же требуется рассчи-
тать параметр на графическом процессоре, исполняется ядро, написан-
ное для архитектуры CUDA2, функциональность для которой предо-
ставлена в библиотеке Numba [45] через соответствующий декоратор.
Также были использованы флаги JIT-компилятора parallel,

fastmath и nopython, которые позволяют оптимизировать циклы, ис-
полняя их параллельно, математические вычисления, а также значи-
тельно улучшить производительность за счет трансляции в машинный
код.

4.2.2. Реализация на GPU с обработкой данных по частям

Одна из сложностей при использовании графического процессора
для вычислений — ограничение по памяти, с которым приходится стал-
киваться при обработке объемных наборов данных. В частности, в ба-
зовой версии алгоритма требуется доступ ко всей матрице расстояний,
которая, начиная с некоторого объема, может не помещаться в память
GPU.
Поэтому в рамках данной работы был предложен подход, состоящий

в том, чтобы разделить обрабатываемые данные на части, соответству-
ющие максимально возможному объему, и применить реализацию на

2Compute Unified Device Architecture — программно-аппаратная архитектура параллельных вычис-
лений
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GPU отдельно к каждой из них. Такой подход требует предваритель-
ной обработки на центральном процессоре следующим образом.
В алгоритме CCL сначала формируется массив наиболее удаленных

друг от друга пар. Затем, на каждой итерации для обработки новой па-
ры рассматривается ее комбинация с каждой парой, предстоящей ей в
отсортированном по расстоянию массиве, и для каждой четверки индек-
сов рассчитывается параметр δ-гиперболичности. Таким образом, рас-
сматривается декартово произведение всех возможных пар в специаль-
ном порядке. Так как алгоритм предполагает максимальную нагрузку
GPU, построение батча там же невозможно, поскольку в процессе об-
работки также предполагается хранение массива пар. В рамках данной
работы предлагается делить декартово произведение на части (батчи)
на CPU, затем подсчитывать δ-гиперболичность на GPU для каждого
батча последовательно, после чего считать максимум всех батчей на
CPU.
Структура массива, обрабатываемого алгоритмом, в случае такого

подхода должна быть изменена так, чтобы все шесть расстояний, необ-
ходимых для одной итерации алгоритма, находились на соседних по-
зициях в массиве. Такое преобразование данных требует отображения
одномерных индексов массива пар в двумерные, как показано на Рис. 2.

Рис. 2: Отображение в индексы декартова произведения

Для того чтобы оценить, какие пары входят в конкретный батч,
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была использована формула арифметической прогрессии:

Sn =
a1 + an

2
· n,

которая в этом случае примет вид

Sn =
1 + n

2
· n.

Подставим одномерный индекс indx вместо Sn, и решим квадратное
уравнение относительно n:

n2 + n− 2 · indx = 0.

Из двух полученных корней необходим положительный

n =
−1 +

√
(1 + 8 · indx)
2

Так как indx представляет собой число между Sn−1 и Sn, полученное
значение нужно округлить в большую сторону с помощью функции
ceil.
Индекс i должен перебирать все числа от 0 до n - 1, поэтому пред-

ставляется как

i = n− 1− (Sn − indx)

то есть равен 0 , когда Sn = indx + n − 1, равен n − 1, когда Sn = indx
и принимает все значения между ними. Итоговая формула выглядит
как: i = n− (Sn − indx)− 1,

j = ceil(−1+
√

(1+8·indx)
2 )

Схематично разработанный алгоритм представлен на Рис. 3. Для
оптимальной загрузки графического процессора был реализован меха-
низм, позволяющий вычислять максимальный размер батча, который
возможно поместить в память GPU.
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Рис. 3: Cхема работы алгоритма с обработкой данных на GPU по частям

4.3. Подсчет матрицы расстояний
Важным этапом при подсчете δ-гиперболичности является расчет

матрицы расстояний между точками, который по производительности
напрямую коррелирует с количеством точек и может быть ресурсое-
мок. Так как задача крайне распространена, свои варианты реализации
предлагают многие математические библиотеки, такие как scipy [37],
sklearn [38] и cupy [29]. Рассмотрим каждое из указанных решений по-
дробнее.

1. pdist — реализация функции расстояний в библиотеке scipy. Код
использует двойной цикл, но дополнительное ускорение происхо-
дит за счет реализации на языке C. Дополнительным достоин-
ством является особый способ хранения матрицы в памяти: в от-
личие от аналогичной функции (cdist), также представленной в
библиотеке, и подсчитывающей матрицу расстояний в стандарт-
ном виде, функция pdist возвращает одномерный массив, кото-
рый может быть отображен в верхнюю треугольную часть матри-
цы расстояний.

2. pairwise_distances — функция, реализованная в математиче-
ском пакете sklearn. Имеет многопоточную реализацию: сначала
высчитывается число потоков, которое будет максимально эффек-
тивным, затем вся матрица разбивается на n блоков, которые об-
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рабатываются параллельно с использованием векторизации. Если
эффективнее всего будет работать с матрицей целиком, то исполь-
зуется функция cdist пакета scipy.

3. distance_matrix — пакет CuPy, предоставляющий функции для
работы на платформах NVIDIA и AMD, тоже имеет несколько
реализаций функций для подсчета попарных расстояний. Одной
из них является distance_matrix. Стоит отметить, что раздел
библиотеки cupyx.scipy.spatial был добавлен недавно и, возможно,
еще не оптимизирован. В коде используется cdist пакета scipy.

На рисунке 4 представлено сравнение скорости работы каждого из
подходов. Сравнение проводилось на датасете MovieLens, на вычисли-
тельном устройстве с характеристиками, представленными в Таблице 1.
Из-за очевидного преимущества по времени работы в рамках данной
работы для вычислений матрицы расстояний используется функция
pairwise_distances.
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Рис. 4: Сравнение функций подсчета попарных расстояний
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4.4. Параллельный подсчет δ-гиперболичности для
нескольких выборок

Для использования δ-гиперболичности в рекомендательных систе-
мах иногда требуется процесс многократного подсчета этого параметра
для случайно выбранных поднаборов точек. Чтобы ускорить данный
процесс, в работе предлагается решение с использованием многопоточ-
ности. Для этого были использованы инструменты ThreadPool [27] и
библиотека Numba. Декораторы библиотеки были использованы пре-
имущественно для реализации параллелизма внутри алгоритма, тогда
как методы ThreadPool помогли оптимизировать процесс многократно-
го подсчета дельты для случайно выбранных поднаборов точек.
Для каждого из трех реализованных алгоритмов (CCL CPU, CCL

GPU, CCL GPU-batch) была реализована своя оптимизированная стра-
тегия.
Для алгоритма CCL CPU необходимо лишь посчитать максималь-

ное число потоков, которое может быть обработано на центральном
процессоре. Расчет производится исходя из доступного объема памяти
и объектов, которые необходимо туда поместить.
Необходимость в следующей стратегии (для алгоритма CCL на

GPU) возникла из-за различного вычислительного бюджета для CPU и
GPU. Таким образом, первым этапом строятся массивы пар и матрицы
расстояний, в том количестве, которое может быть размещено в памяти
центрального процессора. Далее происходит подсчет максимально воз-
можного количества потоков для GPU и полученные раннее на CPU
объекты (матрицы расстояний и пары) обрабатываются в цикле, каж-
дая итерация которого рассчитывает параметр в доступных потоках.
Стратегия для CCL GPU-batch обрабатывает случай, когда даже

один набор необходимых объектов (матрица и массив пар) не может
быть обработан на графическом процессоре. Матрицы и пары при этом
варианте расчета также рассчитываются на центральном процессоре,
но на GPU использование параллелизма уже невозможно, так как об-
работка одного объекта занимает все ресурсы процессора.
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5. Эксперименты
В данном разделе представлены эксперименты, проведенные для

оценки точности и производительности реализованных алгоритмов, а
также для оценки наиболее подходящих гиперпараметров алгоритмов.

5.1. Тестовый стенд
Вычислительное устройство. Все эксперименты проводились на
удаленном сервере с характеристиками, представленными в Таблице 1.
При запуске алгоритмов количество ядер CPU ограничивалось 25.

Архитектура CPU x86_64
Количество ядер CPU 80
Модель CPU Intel®Xeon® CPU E5-2698 v4 @ 2.20GHz
Модель GPU Tesla V100-SXM2-16GB

Таблица 1: Характеристики удаленного сервера

Наборы данных. Для экспериментов использовались наборы дан-
ных, предложенные в датасетах Amazon [26] и MovieLens [13]. Деталь-
ные характеристики конкретных наборов данных указаны в Таблице 2.

Набор данных Users Items Interactions Density
Software 1826 802 11884 0.00811
Luxury_Beauty 3819 1581 28074 0.00465
Movielens 1 million 6040 3706 1000209 0.04468

Таблица 2: Характеристики наборов данных

Плотность набора данных (density) оценивалась как отношение нену-
левых элементов матрицы взаимодействий ко всем. Она характеризует
количество полезной информации, содержащейся в датасете. Рассмат-
риваемые наборы данных покрывают различные области применения
рекомендательных систем, а также имеют отличающиеся характеристи-
ки по таким параметрам как количество товаров и плотность набора
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данных. Для предобработки данных и вложении их в числовые про-
странства использовался метод randomized SVD, предложенный в ста-
тье [36]. Основная идея подхода в том, что умножив исходную матрицу
X на случайную матрицу малого ранга P , с большой вероятностью мы
сохраним основные векторы, которые хотели получить в малоранговом
представлении. Далее, несколько раз применяя QR разложение и ис-
пользуя свойства случайных матриц, а также структуру матриц, участ-
вующих в разложении, мы можем вычислить для исходной матрицы X

размерности (m,n) представление вида

X = UrΣrV
T
r ,

где r — необходимый малый ранг.

Рассматриваемые алгоритмы. В экспериментальных сравнениях
использовались следующие алгоритмы: базовый алгоритм: оригиналь-
ная реализация на CPU (naive CPU) и ускоренная реализация на
GPU с помощью библиотеки Cuda, реализованной как часть Numba
(naive GPU), condensed — алгоритм, предложенный в лаборатории «Вы-
числительного интеллекта», а также три реализованные в данной ра-
боте модификации алгоритма CCL — реализация на CPU (CCL CPU),
реализация на GPU для случая, когда матрица расстояний помещается
в память GPU (CCL GPU), реализация на GPU с обработкой данных по
частям (CCL GPU−batch).

5.2. Исследовательские вопросы
Целью эксперимента является установление корректности реализо-

ванных алгоритмов (CCL CPU, CCL GPU, CCL GPU−batch), сравнение вре-
мени их работы относительно существующих алгоритмов, а также по-
иск оптимальных гиперпараметров. Для достижения поставленной це-
ли были сформулированы следующие исследовательские вопросы:

• Каковы оптимальные гиперпараметры алгоритма CCL? Вопрос
нацелен на сравнение качества оценки δ-гиперболичности алгорит-
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мом CCL для различных значений основного гиперпараметра ал-
горитма (количества рассматриваемых пар) и оценки производи-
тельности при этих значениях.

• Какова относительная ошибка между реализованными алгорит-
мами и наивным подходом? Вопрос нацелен на сравнение каче-
ства оценки дельты каждым из решений.

• Какая реализация алгоритма наиболее эффективна? Вопрос на-
целен на сравнительный анализ времени работы алгоритмов.

5.2.1. Эквивалентность реализаций CCL

Эквивалентность различных реализованных модификаций алгорит-
ма CCL, а именно CCL CPU, CCL GPU, CCL GPU−batch, была проверена на
синтетических данных для наборов из 150, 500 и 1000 точек в простран-
ствах размерности 100, 200, 300, 400 и 500. Ошибка между алгоритмами
при всех параметрах не превышает машинной точности.

5.2.2. Сравнение производительности реализаций CCL

Для сравнения производительности был использован набор дан-
ных Movielens 1 million, на котором алгоритмы CCL GPU, CCL CPU,
CCL GPU−batch запускались 25 раз для каждого размера выборки с 10
до 100% с шагом 10%. На Рис. 5 представлена производительность раз-
личных реализаций алгоритма CCL. Как видно, реализация на GPU
значительно превосходит остальные алгоритмы по эффективности. Да-
лее для экспериментов по умолчанию будет использоваться модифи-
кация CCL GPU как наиболее эффективная. Несмотря на то, что при
большом количестве попыток CCL GPU−batch уступает по производи-
тельности версии CCL CPU, при расчетах используется именно она, так
как на 100% батче дисперсия оценки дельты алгоритмом равна нулю,
следовательно, число испытаний может быть сокращено до 1. То, что
CCL GPU−batch более эффективен, чем CPU версия при 1 испытании
показано на Рис. 6
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Рис. 6: CCL при 1 испытании

5.2.3. Оптимальные гиперпараметры алгоритма CCL

Алгоритм CCL позволяет рассчитывать δ-гиперболичность, не при-
бегая к полному перебору, а используя для подсчета лишь ограниченное
гиперпараметром l количество самых далеких пар (в процентах). В дан-
ном эксперименте предлагается найти количество пар l, оптимальное
с точки зрения точности и производительности. Для этого было про-
анализировано поведение алгоритмов на различных размерах выборки,
составляющих от 10 до 100% от каждого датасета, для каждого разме-
ра выборки набор точек обрабатывался 25 раз. В качестве возможных
значений гиперпараметра l были рассмотрены 1, 2 и 5% от общего коли-
чества. На Рис. 7 приведены значения относительной ошибки по разме-
ру выборки, а также доверительные интервалы с 95% уровнем доверия.
На Рис. 8 продемонстрирована производительность каждого подхода.
Как можно видеть, реализованный алгоритм CCL быстрее существую-
щих реализаций, а также уже начиная с параметра l = 0.01 он дает ре-
зультаты лучше ранее предложенной эвристики в алгоритме Condensed.
На датасете MovieLens 1 million можно наблюдать уменьшение дове-
рительного интервала с увеличением размера выборки в отличие от
алгоритма Condensed. Это обусловлено более детерминированным под-
ходом к подсчету величины. Таким образом можно сделать вывод, что
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реализованный алгоритм дает более надежную оценку.

Рис. 7: Относительная ошибка алгоритмов на различных датасетах

Рис. 8: Время работы алгоритмов на различных датасетах
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5.3. Выводы
Подведем итоги экспериментального сравнения, ответив на постав-

ленные вопросы.
Какое минимальное количество пар можно взять для корректной

работы алгоритма CCL? Исходя из полученных результатов, можно
наблюдать, что алгоритму CCL достаточно от 2 до 5 процентов пар для
корректной оценки δ-гиперболичности при рассмотрении всего датасет.

Какова относительная ошибка между реализованными алгорит-
мами и наивным подходом? Посмотрев на визуализацию полученных
результатов, представленную на Рис. 7 и Рис. 8, можно убедиться, что
для верно подобранного гиперпараметра l ошибка алгоритма CCL при
расчете дельты для всего датасета близка к машинному нулю, тогда
как ошибка алгоритма Condensed имеет значительный разброс и варьи-
руется от 7 до 20 процентов на различных наборах данных.

Какая реализация алгоритма наиболее эффективна? Время рассче-
та δ-гиперболичности сильно зависит от выбранной реализации, каж-
дая из которых может быть полезна в определенной ситуации. Наибо-
лее быстрым решением будет использование алгоритма CCL на GPU,
однако, если набор данных объемный, расчет производится с помощью
версии CCL GPU−batch. CCL GPU−batch показывает лучшую производи-
тельность, чем аналог CCL на CPU при небольшом количестве сэмплов.
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6. Заключение
В ходе выполнения дипломной работы получены следующие резуль-

таты.

• Проведен обзор существующих подходов для ускорения подсчета
δ-гиперболичности (наивный подход, алгоритм Condensed), набо-
ра модификаций алгоритма CCL (базовый алгоритм, алгоритм с
использованием ограниченного вычислительного бюджета). С уче-
том специфики данных для реализации на различных целевых ар-
хитектурах (СPU, GPU) были выбраны модификации алгоритма
CCL.

• Написана Python-библиотека, реализующая алгоритмы
Condenced, CCL и naive и поддерживающая версии для цен-
трального и графического процессоров. Также библиотека
содержит версию алгоритма CCL для расчета δ-гиперболичности
на наборах данных произвольного размера.

• Выполнено экспериментальное исследование:

– проверена корректность реализованных алгоритмов посред-
ством сравнения с эталонным решением (наивный подход),
реализованным для CPU и GPU на синтетических данных и
на наборах данных Amazon и MovieLens;

– сделаны замеры производительности относительно эвристи-
ки, разработанной в лаборатории «Вычислительного интел-
лекта», наилучшие результаты показал алгоритм CCL, реа-
лизованный на GPU.

С кодом библиотеки можно ознакомится по ссылке – https://
github.com/tnmtvv/hypdelta/tree/main.

Эксперименты проводились с помощью скриптов, пред-
ставленных в репозитории – https://github.com/tnmtvv/
Gromov-delta-estimation/tree/main.
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