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Введение
В последнее время вычислительные устройства претерпевают зна-

чительные изменения ввиду возрастающей интеллектуализации всевоз-
можных областей человеческой деятельности, будь то производство, ме-
дицина или, например, логистика. Для решения крупномасштабных за-
дач требуется создавать сложные информационные системы с большим
количеством взаимодействующих между собой компьютеров, посколь-
ку текущие задачи не представляется возможным решить ресурсами
одной машины.
При этом информационные процессы становятся всё более объёмны-

ми — возникает проблема так называемых больших данных (Big Data),
работа с которыми возможна лишь объединением усилий многих вы-
числительных устройств в единую сеть для распределённой совмест-
ной работы. На сегодняшний день большие данные возникают во мно-
гих областях человеческой деятельности: например, в медицине при-
ходится иметь дело с анализом трёхмерных снимков головного мозга
и других органов [3, 6, 63], в сельском хозяйстве также присутствует
потребность в оптимальной координации работы большого числа сель-
скохозяйственной техники [49], а в физике элементарных частиц задача
обработки данных в экспериментах по столкновению ионов, объём ко-
торых исчисляется петабайтами, единовременно решается крупномас-
штабной сетью компьютеров, распределённых по всему миру [40, 41].
Стоит отметить, что распределённые вычисления имеют ряд полезных
особенностей: масштабируемость (решение проблемы можно ускорить
аддитивным внедрением новых устройств в общую сеть), отказоустой-
чивость (при выходе из строя нескольких устройств задачи, возложен-
ные на них, перераспределяются на другие компьютеры) и безопасность
(атака на некоторые вычислительные узлы не выведет из строя всю си-
стему, поскольку от таких узлов можно будет временно избавиться без
существенного ущерба для работы всей системы в целом). Эти особен-
ности порождают всё больше актуальных исследований, направленных
на создание технологий распределённого анализа больших данных.
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Проблема больших данных характерна не только для информаци-
онных систем в классическом понимании как сети из серверов и кли-
ентов. Существует другая тенденция: растет количество всевозможных
встроенных устройств, т.е. компьютеры становятся своеобразным “моз-
гом” того или иного физического объекта. Объединённые в сеть, “ум-
ные” объекты образуют то, что сегодня называют “Интернетом вещей”
— интернетом киберфизических (от англ. cyber-physical systems) объек-
тов. Так, например, сегодня всё более активно происходит разработка
беспилотных автомобилей, что открывает пространство для новых ре-
шений задачи “балансировки” транспортного трафика на дорогах. Эти
решения можно разбить на два класса: централизованные и децентра-
лизованные [50]. В первом случае автомобили сообщают свои коорди-
наты некоторому дата-центру, играющему роль координатора, который
принимает решения по балансировке всей системы. Во втором — такой
центр отсутствует, и машины с помощью локальных взаимодействий
приходят к консенсусу, удовлетворяющему решению поставленной за-
дачи. На сегодняшний день централизованные иерархические страте-
гии более предпочтительны, поскольку обеспечивают прямой и понят-
ный мониторинг системы, что важно для стабильной эксплуатации.
Однако простота даётся ценой неизбежных затрат на коммуникации
между компьютерами и дата-центрами, что в больших масштабах мо-
жет привести к нехватке пропускной способности каналов коммуника-
ций [16, 47]. Иначе говоря, естественным образом ограниченная про-
пускная способность каналов ограничивает и масштабируемость систе-
мы, что делает такое решение не пригодным для работы с большими
данными. В то же время описанный недостаток практически отсутству-
ет в децентрализованной стратегии: в зависимости от нагруженности
новые узлы можно присоединить к тем компьютерам, что имеют срав-
нительно мало соединений с другими. При этом не возникает необхо-
димости соединять все узлы в полносвязную сеть, поскольку, влияя на
состояние соседей (здесь и далее под соседями имеются в виду комму-
ницирующие друг с другом узлы), так или иначе каждый компьютер
в системе опосредованно будет связан с остальными. Такие системы
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принято называть мультиагентными, а узлы в таком случае называ-
ются (интеллектуальными) агентами [17,23,62]. Под мультиагентными
технологиями же, соответственно, следует понимать решения сложных
задач децентрализованным способом, при котором решение (зачастую
спонтанно) возникает в процессе взаимодействий агентов в системе.
На сегодняшний день мультиагентные системы (МАС) пока ещё

не получили широкого распространения ввиду их недостаточной изу-
ченности. Однако такие многоагентные алгоритмы, как метод роя ча-
стиц (Particle Swarm Optimization, PSO) [29,60], гравитационного поис-
ка [28, 53], стохастический диффузный поиск [1] или муравьиный ал-
горитм [2] уже успешно применяются в индустрии для решения задач
оптимизации. Основным препятствием при разработке таких алгорит-
мов служит эмерджентность результата, заключающаяся в несводимо-
сти поведения отдельных агентов к поведению целой системы [22, 37].
В связи с этим сегодня мы пока находимся на стадии рассмотрения от-
носительно простых задач о достижении консенсусных состояний, на-
пример, о балансировке загруженности вычислительных узлов [9, 12].
Однако нарастающая потребность в децентрализованных решениях и,
как следствие, повышающийся интерес к мультиагентным технологиям
неизбежно приводят к обсуждению проектов сложных роевых робото-
технических систем для медицины и индустрии [48].
В первую очередь мультиагентные системы являются объектом изу-

чения компьютерных наук, поскольку мультиагентные технологии поз-
воляют эффективно решать комбинаторные задачи. Теория мультиа-
гентного управления исследуется кибернетикой, внёсшей большой вклад
в развитие математического аппарата динамических систем, моделиру-
емых при помощи дифференциальных уравнений [18]. Основным аль-
тернативным подходом к формализации мультиагентных систем явля-
ется моделирование при помощи автоматов [36, 54]. Однако для моде-
лирования именно киберфизических систем первый подход является
наиболее удобным, поскольку изменение состояний киберфизических
агентов (например, беспилотных летательных аппаратов) происходит в
физическом мире по законам механики.
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Среди наиболее развитых методов управления МАС можно выде-
лить два подхода: глобальное управление, при котором каждому аген-
ту задают одинаковый алгоритм поведения, не зависящий от действий
самих агентов [61], и локальное — при котором у каждого агента свой
собственный алгоритм взаимодействия с остальными, зависящий от со-
стояния соседних агентов [18, 25, 26]. В первом случае получается до-
вольно простая для понимания и, что более важно, для эксплуатации
схема управления. Однако для простоты приходится жертвовать ва-
риативностью множества достижимых состояний. Теория локального
управления на сегодняшний день не так хорошо развита, как в случае
с глобальным управлением, но имеет большой потенциал из-за боль-
шой вариативности возможных технологических решений [18]. Несмот-
ря на заманчивые перспективы, у локального управления есть большая
проблема: в крупномасштабных системах при необходимости изменить
стратегию управления (например, при адаптации к новой дороге в за-
даче балансировки транспортного трафика) придётся “точечно” обра-
титься к каждому агенту индивидуально, что повлечёт большие ком-
муникационные и вычислительные затраты со стороны дата-центра.
В последнее время растёт популярность исследований явления кла-

стеризации в МАС [25, 26, 39]. Процесс кластеризации может происхо-
дить спонтанно: если индивидуальные цели агентов совпадают, то в
совокупности они могут сформировать некую структуру (подсистему),
воспринимаемую как целое. Спонтанная группировка является весьма
распространённым явлением как в природе (объединение животных в
стада [35], синхронная работа участков головного мозга [52]), так и в че-
ловеческой и интеллектуальной деятельности (объединение поселений
в государства, серверов в кластеры, обнаружение общих закономерно-
стей в данных [10]).
Подобно тому, как кластеризация происходит в природе, это явле-

ние также характерно для групп роботов. В действительности класте-
ризацию можно использовать для управления целыми группами аген-
тов — при этом децентрализация переходит из уровня индивидуальных
агентов на уровень взаимодействующих кластеров. При большом коли-
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честве агентов в системе проследить всё разнообразие взаимодействий
между ними довольно сложно, в то же время кластеризация позволяет
эффективно группировать агентов, что позволяет снизить количество
управляющих воздействий и, таким образом, упростить систему. Более
того, поскольку отдельные группы агентов обособляются от других, их
траектории в пространстве состояний имеют разреженное представле-
ние. Это позволяет применять методы сжатия данных при передаче
информации о МАС в дата-центр, например, для принятия решений об
изменение локальной и кластерной стратегии управления.
Таким образом, актуальность парадигмы кластерного управления

подкрепляется многочисленными упомянутыми выше примерами вос-
требованности в индустрии и науке. При использовании кластерного
управления по внешним удалённым наблюдениям за поведением аген-
тов определяются группы агентов, воспринимаемые управляющим дата-
центром как единое целое. В связи с этим возникает мотивация разра-
ботать новый метод сжатия больших данных, способный снизить на-
грузку на канал обмена данными между дата-центром и агентами без
существенных потерь информации о состоянии МАС.
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Постановка задачи
Целью настоящей работы является создание алгоритма и разработ-

ка прототипа программного обеспечения для кластерного управления
крупномасштабными киберфизическими мультиагентными системами.
Для достижения цели в рамках работы были сформулированы следу-
ющие задачи.

1. Проанализировать методы управления мультиагентными кибер-
физическими системами.

2. Разработать математический фреймворк для описания мультиа-
гентных систем, формализующий явление “кластерных потоков”;
проанализировать с его помощью модель осцилляторов Курамото
как пример киберфизической мультиагентной системы.

3. Разработать алгоритм обработки данных о состоянии агентов в
мультиагентной системе с последующим синтезом управления кла-
стерами в системе.

4. Сформулировать требования к программному обеспечению для
кластерного управления мультиагентными системами.

5. Реализовать прототип программного обеспечения для кластерно-
го управления мультиагентными системами.

6. Выполнить апробацию алгоритма на примере модели осциллято-
ров Курамото.
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1. Мультиагентное управление
Целью обзора методов управления МАС является сравнение суще-

ствующих методов для объяснения мотивации нового алгоритма, пред-
ставляемого далее в настоящей работе.

1.1. Постановка задачи управления МАС
Управление мультиагентной системой предполагает некоторый пе-

речень манипуляций над ней, приводящих текущее состояние системы
к некоторому заранее заданному желаемому виду. Однако, прежде чем
формулировать задачу управления, следует разобраться с тем, что та-
кое агент и чем он отличается от объекта — ведь и то, и другое явля-
ются структурными единицами системы. Итак, если следовать опреде-
лениям в [17,25,26,46,62], агентом называется адаптивный автономный
элемент системы. Кроме того, в классической книге Вулдриджа [62] по
мультиагентным системам акцентируется внимание на следующих трёх
характеристиках агента, отличающих его от объекта:

• реактивность — агент своевременно реагирует на события во внеш-
ней среде, в которой существует;

• проактивность — агент имеет модель поведения, основывающуюся
на определённой для него индивидуальной цели;

• социальность — агент способен выделять других агентов во внеш-
ней среде и взаимодействовать с ними для помощи себе в дости-
жении своей цели.

Совместное поведение агентов приводит к обсуждаемому ранее эмер-
джентному поведению целой системы, из-за чего при мультиагентном
управлении не преследуется цель определить явные зависимости между
действиями агента и действиями системы. Вместо этого МАС рассмат-
ривается как “чёрный ящик”, на который можно воздействовать лишь
через строго обозначенные “входы”, а также наблюдать результат через
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“выходы”. К примеру, в задаче мультиагентной балансировки нагруз-
ки на вычислительные узлы примерами таких входов и выходов могут
послужить сетевые порты, через которые опосредованно при помощи
алгоритмов в самих узлах производится управление. Таким образом,
задача управления МАС формулируется как отыскивание таких вход-
ных воздействий на систему, которые приводят её к желаемому состо-
янию, верифицируемому через её выходы.

1.2. Моделирование мультиагентных систем
Для формализации поведения мультиагентных систем и соответ-

ствующих управляющий воздействий требуется отразить динамику со-
стояний агентов. Выделяют два основных подхода к моделированию
МАС:

1. Моделирование при помощи автоматов [36,54] — агенту сопостав-
ляется автомат, при этом состояние агента соответствует состоя-
нию автомата.

2. Моделирование с использованием аппарата динамических систем
в виде систем дифференциальных уравнений [18,19,25,26,46] — со-
стояние агента описывается дифференцируемой функцией от вре-
мени, а изменение этого состояния является функцией текущего
состояния агента, состояний агентов-соседей, а также зависит от
воздействий со стороны внешней среды.

В первом случае поведение МАС как сеть автоматов можно описать,
например, разностным уравнением авторегрессионной модели:

Xt = c+

p∑
k=1

φkXt−k + ηt, (1)

где Xt — состояние агента в момент времени t, c — константа, φ1, . . . , φp

— параметры, а ηt — стохастическая добавка (возникающая из-за неиз-
вестных помех). При p = 1 получается так называемый Марковский
процесс, подчиняющийся принципу локальности по времени, из-за чего
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подвержен влиянию эффекта “отсутствия памяти”. В модель (1) мож-
но добавить связность между агентами при помощи добавления зави-
симости состояния агента X от состояний соседних агентов. Помимо
разностных уравнений для описания МАС используют вероятностные
модели, основанные на формализме цепей Маркова [36]. Такой подход
удобен для описания стохастических дискретных процессов, что акту-
ально в контексте крупномасштабных систем с большим числом циф-
ровых агентов.
Несмотря на итеративный подход автоматного моделирования и, со-

ответственно, простоту реализации модели на классическом компьюте-
ре, киберфизические системы изначально подчиняются законам меха-
ники. В этом случае удобнее использовать аппарат динамических си-
стем, с помощью которого динамика состояния агента (в сети из N

агентов) описывается как

ẋi(t) = fi(xi(t), ui(t), ηi(t)), (2)

где xi(t) ∈ Rni является вектором состояния агента i ∈ N = {1, . . . , N},
ui(t)— управляющее воздействие, ηi(t) ∈ Rmi — стохастическая добавка.
Всюду далее рассматривается модель (2) и её модификации.

1.3. Типы целей управления
В кибернетике и теории управления принято предварительно зада-

вать цель управления, определяющую вид функции ui(t) в (2). Согласно
классификации, предлагаемой в [18], можно выделить следующие цели:

1. Регулирование (стабилизация) — приведение состояния системы
к заранее заданному константному значению x∗:

lim
x→+∞

x(t) = x∗.

2. Слежение — приведение динамики состояния системы к некоторой
функции x∗(t):

lim
x→+∞

|x(t)− x∗(t)| = 0.
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3. Возбуждение колебаний — частный случай цели слежения, фор-
мализуемый скалярной целевой функцией G(x):

lim
x→+∞

G(x(t)) = G∗.

4. Модификация предельных множеств (аттракторов) — широкий
класс целей, для которых характерны качественные изменения со-
стояния системы: например, изменение положения точки бифур-
кации в фазовом пространстве или преобразование типа равнове-
сия.

5. Синхронизация — сближение переменных состояния двух агентов
в одной системе (или двух одноагентных систем):

lim
x→+∞

|xi(t)− xj(t)| = 0.

Выделенные классы целей первоначально предназначались для одно-
агентных систем с одной общей функцией состояния. Можно заметить,
что межагентное взаимодействие предполагается только в цели синхро-
низации. Именно по этой причине задачи синхронизации на сегодняш-
ний день особенно актуальны в контексте мультиагентных технологий.
Цели управления также можно отнести к одной из двух категорий:

1. Глобальная цель [61] — одинакова для всех агентов, выражается
в одинаковости воздействия на всех агентов системы.

2. Локальная цель [18, 46] — воздействие определяется локальными
событиями в системе, сообщения о которых поступают к агентам
с помощью коммуникации с соседними.

По своей сути цель синхронизации является локальной, поэтому со-
ответствующие управляющие воздействия могут зависеть как от со-
стояния самого агента, так и его соседей. Однако гибридные цели со
сложными управляющими воздействиями, сочетающими локальные и
глобальные цели, также возможны.

14



Если рассматривать глобальное управление как частный (вырож-
денный) случай локального, то возникает вопрос исследования проме-
жуточных способов управления. В действительности динамика крупно-
масштабных систем, таких как группы роботов, работающих в посто-
янно меняющейся среде, зачастую слишком сложна, чтобы её можно
было контролировать при помощи локально-глобальных целей. Одна-
ко иногда агенты популяции демонстрируют разделение на группы —
кластеры: агенты одной группы синхронизируются, в то время как син-
хронизация между агентами из разных кластеров отсутствует. Благо-
даря кластерной самоорганизации возможно формирование стратегий
управления, в которых кластеры считаются элементарными единицами
системы. Это позволяет уменьшить необходимое количество управляю-
щих воздействий, упрощая решение задачи достижения определённого
состояния в системе пропорционально отношению количества класте-
ров к количеству агентов. Зачастую количество кластеров оказывается
гораздо меньше количества составляющих его агентов, в связи с чем
описанное упрощение является значительным. Например, в организме
человека количество органов на порядки меньше количества составля-
ющих их клеток.
Описанная новая парадигма моделирования МАС называется кла-

стерным управлением, “заполняющим” нишу между локальным и гло-
бальным. Таким образом, можно определить три уровня целей управле-
ния мультиагентными системами: микроскопический (уровень отдель-
ных агентов), мезоскопический (уровень кластеров) и макроскопиче-
ский (система в целом). Описанное отношение для наглядности можно
записать следующим уравнением

N � m � 1,

где N — число агентов в системе и m — число кластеров. Описываемый
в следующей главе фреймворк формализует понятие кластерной син-
хронизации для разрабатываемого алгоритма кластерного управления.
В свою очередь, это понятие важно для понимания явления кластер-
ных потоков — изменяющейся во времени кластеризации агентов.
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1.4. Методика опознания по сжатию
Совокупный объём данных о состояниях агентов, обмен которыми

происходит в крупномасштабных мультиагентных системах, оказыва-
ется колоссальным с точки зрения моделирования этих систем и в осо-
бенности выбора стратегии управления. Метод опознания по сжатию
(Compressive Sensing, CS) [4,7,14,24] позволяет сжимать большие пото-
ковые данные по мере получения с помощью их частичного суммирова-
ния. В контексте киберфизических систем это могут быть, например,
телеметрические данные роя беспилотных летательных аппаратов, со-
бираемые дата-центром для синтеза кластерного управления.
Сама возможность сжимать данные о МАС с последующей рекон-

струкцией информации с минимальными потерями появляется при на-
личии кластерной синхронизации. В связи с этим далее будут рассмат-
риваться только такие системы, в которых агенты формируют группы.
Поскольку кластеры занимают сравнительно небольшую область в про-
странстве состояний, то целые группы агентов в них можно рассмат-
ривать как единые элементы, управлять которыми можно как само-
стоятельными элементарными единицами системы. При наблюдении за
МАС с кластеризацией её пространство состояний имеет разреженное
представление, которое, согласно теории о Compressive Sensing, можно
подвергать сжатию как разреженный сигнал.
Пусть сигнал f ∈ RN является s-разреженным в некотором базисе

Ψ ∈ RN×N , т.е. f = Ψx, где у вектора x не более s (s � N) нену-
левых элементов. Это означает, что в некотором базисе исчерпываю-
щие данные о закодированной информации содержатся только в s из
N элементов массива данных. Метод опознания по сжатию предлагает
следующую схему компрессии:

y = ΦΨx = Ax, (3)

где Φ — m × N(m � N) т.н. “sampling matrix”, A — матрица измере-
ний, а y ∈ Rm — вектор сжатых наблюдений. Поскольку m � N , то
задача оценки x при данном y (реконструкции, декомпрессии) имеет
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бесконечно много решений. Однако, если x является s-разреженным,
то реконструкция становится возможной без существенных потерь зна-
чимых данных, при этом достаточно, чтобы m ∼ s log(N/s) [24]. В со-
ответствии с [4,7,14], среди решений (3) предпочтительны те, что мак-
симизируют количество нулевых элементов в оценке x.
В общем случае для этого требуется решить задачу ℓ0-оптимизации,

поскольку она позволяет отыскать наиболее разреженное решение, од-
нако такая задача является NP-сложной. Однако ℓ1-оптимальные оцен-
ки оценки x̂ исходного вектора x хорошо аппроксимируют исходный
вектор состояний, при этом задача ℓ1-оптимизации (линейного програм-
мирования) решается за полиномиальное время [7, 51]. Такой скорости
сходимости можно добиться при помощи одного из двух представлен-
ных ниже популярных подходов:

1) метод внутренней точки [44,45];

2) симплекс-алгоритм [15,27].

Как показано в [59], метод внутренней точки сходится за 10–100 ите-
раций, в то время как альтернативному представленному выше алго-
ритму требуется 2n–3n итераций для сходимости, где n в случае МАС
трактуется как размерность пространства состояний системы. Таким
образом, метод внутренней точки используется в алгоритме кластер-
ного управления с компрессией для мультиагентных систем, поскольку
лучше подходит для крупномасштабных МАС большой размерности.
В качестве матрицы A, в соответствии со свойством ограниченной

изометрии (Restricted Isometry Property, RIP) [24], можно выбрать мат-
рицу с рандомизированными элементами, поскольку в этом случае её
столбцы будут иметь наименьшую корреляцию с любым базисом, что
обеспечит наилучшее “кодирование”.
В [24] показано, что для реконструкции x достаточно лишь m =

c1s log(N/s) измерений. На практике же зачастую работает следующая
эвристика: m ≈ 4s.
В качестве альтернативы можно рассмотреть генерацию матрицы

A при помощи методов машинного обучения [34]. Однако в этом слу-
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чае условие минимума инкогеренции будет соблюдаться не для всякого
вектора состояния системы, в отличие от рандомизированного подхо-
да. Это приведёт к тому, что для каждой новой стратегии управле-
ния, приводящей к новым паттернам в пространстве состояний, при-
дётся генерировать новую матрицу измерений. Ценой несущественного
возможного усиления компрессии (поскольку для специализированной
матрицы A можно будет уменьшить размерность y) существенно замед-
лится работа всего алгоритма кластерного управления с компрессией,
поскольку в процесс включится элемент машинного обучения, требую-
щий много времени и ресурсов для подготовки новой матрицы.

1.5. Мультиагентная модель осцилляторов
Курамото

В качестве примера с помощью описываемого далее фреймворка
анализируется нелинейная модель Курамото [33], в которой возникает
синхронизация агентов-осцилляторов. Её динамика для некоторой сети
из N агентов с одной степенью свободы (которую зачастую называют
фазой осциллятора) описывается следующей системой дифференциаль-
ных уравнений:

θ̇i(t) = wi +
N∑
j=1

Kij sin (θj(t)− θi(t)) , (4)

где θi(t) — фаза агента i, Kij — взвешенная матрица связности сети, а wi

— собственная частота. В соответствии с [5], [8] и [30], агенты приходят
в состояние частотной (θ̇i = θ̇j ∀i, j ∈ N ) или фазовой (θi = θj ∀i, j ∈
{1, . . . , N}) синхронизации при некоторых условиях на wi и Kij.
Существует множество расширений модели Курамото, например,

модель с зависящими от времени матрицей связности Kij(t) и часто-
тами wi(t) [38]. Известно также, что была изучена модель с задерж-
ками по времени и фазе [32, 42]. Кроме того, модель Курамото имеет
мультиплексную версию [52], были также попытки представить её как
квантовую систему [58]. В статье [57] обсуждалась кластерная синхро-

18



низация при некоторых условиях на параметры.
Также модель Курамото способна адекватно описывать работу коры

головного мозга человека [52]. Так, было выявлено три режима рабо-
ты мозга, соответствующих трем состояниям сети осцилляторов: асин-
хронному, полностью синхронному и “хаотическому’’, соответствующе-
му кластерной синхронизации. Стоит отметить, что эта модель так-
же подходит для описания разнообразных биологических роевых си-
стем [33].

1.6. Алгоритмы поиска кластеров применительно к
МАС

Задача кластеризации предполагает разбиение некоторой совокуп-
ности на (обособленные) группы. В контексте МАС эта задача эквива-
лентна задаче поиска групп в популяции агентов системы.
Все алгоритмы кластеризации можно разделить на четыре вида:

• иерархические [21,31];

• центроидные [43,55];

• кластеризация по распределению [13];

• кластеризация по плотности [11,20].

В иерархическом подходе формируется кластерное дерево, листья
которого соответствуют индивидуальным образцам данных из выбор-
ки, а корень — всей выборке. При этом ветви такого дерева представля-
ют из себя кластеры, разветвляющиеся на более мелкие вплоть до уров-
ня листьев. Выделяют два способа реализации иерархической класте-
ризации: алгомеративный (при котором индивидуальные образцы дан-
ных формируют кластеры, объединяющиеся далее во всё более крупные
группы) и разделительный (при котором сначала вся популяция разде-
ляется на крупные группы, а затем рекурсивно каждая из таких групп
разделяется на всё более мелкие).
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Центроидные алгоритмы определяют кластеры по расстоянию от
так называемых центроидов — геометрических центров кластера, за-
висящих от выбранной метрики расстояния. Несмотря на простоту им-
плементации центроидного подхода и преимущество в скорости расчёта
по сравнению с остальными методами кластеризации, у этого вида ал-
горитмов есть существенный недостаток: для центроидных алгоритмов
необходимо заблаговременно указывать количество кластеров в систе-
ме, число которых далеко не всегда бывает известно заранее.
В отличие от предыдущих двух подходов, метод кластеризации по

распределению позволяет находить группы различной формы (в соот-
ветствующем векторном пространстве) в зависимости от заранее задан-
ного распределения. Однако необходимость предварительно задавать
форму распределения при этом является весомым недостатком метода,
сужающим область его применения.
Наконец, кластеризация по плотности позволяет выделить группы

разнообразной формы, которую не нужно указывать для работы алго-
ритма. Кроме того, количество кластеров также определяется во время
выполнения алгоритма. Обозначенные преимущества этого подхода да-
ются ценой больших вычислительных затрат, из-за которых алгоритмы
кластеризации по плотности являются самыми медленными из описан-
ных методов кластеризации.
Динамика агентов под воздействием некоторых управляющих алго-

ритмов может приводить к изменению количества кластеров с течением
времени (кластерным потокам). Таким образом, иерархический подход
лучше всего подходит для поиска кластеров в МАС, поскольку позволя-
ет автоматически определять количество кластеров. Альтернативным
выбором послужит метод кластеризации по плотности, также способ-
ный работать без предварительного задания количества кластеров. Од-
нако группы агентов во фреймворке кластерных потоков определяются
лишь близостью состояний агентов (но не формой кластеров), поэтому
не возникает необходимость использовать вычислительно трудные ме-
тоды кластеризации по плотности.
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2. Фреймворк кластерных потоков
Для лучшего понимания работы алгоритма кластерного управле-

ния необходимо проанализировать поведение соответствующей управ-
ляемой мультиагентной системы. Описываемый далее фреймворк поз-
воляет выявить особенности динамики осцилляторов Курамото: в част-
ности, определить, при каких параметрах кластерная синхронизация (в
терминах фреймворка) будет сохраняться, а при каких — нарушаться.
Нарушение кластерной синхронизации означает изменение кластерной
структуры: агенты из одного кластера могут присоединиться к другим,
что усложняет задачу кластерного управления в общем виде, поскольку
количество и состав кластеров может меняться во времени.

2.1. Модель МАС с кластеризацией
Следуя идеям, описанным в [46], всюду далее рассматриваются неизо-

лированные системы, состоящие из агентов, эволюция которых опреде-
ляется их текущим состоянием, состоянием других агентов в системе,
а также внешним воздействием окружающей среды. Модель (2) удобно
модифицировать следующим образом:

ẋi(t) = fi(xi(t), ui(t), Ui(t), ηi(t)), (5)

где xi(t) ∈ Rni является вектором состояния агента i ∈ N ; ui(t) — ло-
кальное управление, описывающее, как взаимодействия между агента-
ми влияют на их состояние; Ui(t) является кластерным управлением,
влияющим на большие группы агентов единовременно; ηi(t) ∈ Rmi —
стохастическая переменная.
Сеть агентов моделируется ориентированным графом взаимодей-

ствий: G(t) = (N , E(t)), где E(t) — совокупность его направленных дуг,
а N обозначает набор вершин-агентов. Обозначим множество соседей
(окрестность) агента i как Ni(t) ⊆ N . Это означает, что каждый агент
j из Ni(t) может взаимодействовать с i в момент времени t.
Степень захода вершины i (i ∈ E) определяется как d(i) =

∑N
l=1Ail,
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где A — матрица связности G. Другими словами, степень захода i это
взвешенная сумма числа агентов в Ni. Аналогично определяется сте-
пень захода вершины i за вычетом вершины j (i, j ∈ E) как dj(i) =∑N

l=1,l 6=j Ail. Полезно определить сильно-связный граф: это такой граф,
где для некоторого n существует “путь’’ между любыми двумя верши-
нами.

Определение 1. Функция gi(xi(t), νi(t)) называется выходом агента i
если g : Rni × Rmi 7→ Rl, где l не зависит от i.

Как обсуждалось ранее, выходы агентов необходимо задавать для
наблюдения за их состоянием. Пусть yj(t) = gj(xj(t), νj(t)) j ∈ Ni(t) —
выход агента j из окрестности i, используемый для коммуникаций при
локальных взаимодействиях. Под “связью” между агентами понимает-
ся, что решение i (в момент времени t) основано на выходах yj(t). На
практике эти выходы могут передаваться от j к i или же показывать-
ся агентом j, будучи затем распознанными агентом i. Математически
правила коммуникации строго задаются в ui (см. (5)):

ui(t) = fi
(
{yj(t)}j∈Ni(t)

)
, (6)

где fi(·) — функция от выходов yj(t) j ∈ Ni(t). Уравнение (6) называют
протоколом связи в том смысле, что оно содержит правила управления
i на основе выходов j, полученных агентом i. Таким образом, вводится
определение мультиагентной сети:

Определение 2. Тройка объектов, состоящая из: 1) семейства аген-
тов (5); 2) графа взаимодействий G и 3) протокола связи, определен-
ного в (6), называется мультиагентной сетью.

В дальнейшем многоагентная сеть будет обозначаться буквой N ,
соответствующей множеству агентов сети.
Пусть zi(t) = hi(xi(t), νi(t)) — выход i, используемый для измерения

синхронизации.
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Определение 3. Пусть ∆ij(t∗) = ‖zi(t∗)− zj(t∗)‖ — разность между
значениями выходов zi и zj в момент времени t∗, где ‖·‖ — соответ-
ствующая норма. Тогда:

1. агенты i и j являются синхронизированными, иначе говоря, до-
стигают консенсуса в момент времени t∗, если ∆ij(t∗) = 0; ана-
логично, агенты i и j являются асимптотически синхронизиро-
ванными, если ∆ij(∞) = limt∗→∞∆ij(t∗) = 0;

2. агенты i и j являются ε-синхронизированными, иначе говоря, до-
стигают ε-консенсуса в момент времени t∗, если ∆ij(t∗) ≤ ε; ана-
логично, агенты i и j являются асимптотически ε-синхронизи-
рованными если ∆ij(∞) = limt∗→∞∆ij(t∗) ≤ ε;

Как было описано во введении, агенты могут синхронизироваться
не только глобально, но и покластерно.

Определение 4. Семейство подмножеств M(t) =
{
Mα(t) : Mα(t) ⊆

N ∀t ≥ 0 ∀α ∈ 1,m(t)
}m(t)

α=1
множества N является разбиением над N

если выполнены нижеследующие условия.

1. Все подмножества Mα(t) непустые.

2.
⋃m(t)

α=1 Mα(t) = N ∀t ≥ 0.

3. Mα(t) ∩Mβ(t) = ∅ α 6= β.

Таким образом, предлагается дополнительное определение для кон-
кретного случая кластерной синхронизации.

Определение 5. Мультиагентная сеть с разбиением M(t∗) над N
является (ε, δ)-синхронизированной, иначе говоря, достигает (ε, δ)-
консенсуса в момент времени t∗ для некоторых δ ≥ ε ≥ 0 если

1. ∆ij(t∗) ≤ ε для агентов i и j из одного кластера.

2. ∆ij(t∗) > δ для агентов i и j из разных кластеров.

Случай (0, 0)-синхронизации, таким образом, называется кластерной
синхронизацией. Говорят, что M(t∗) — кластеризация над N .
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2.2. Анализ модели Курамото
Перед осуществлением наблюдений за пространством состояний си-

стемы осцилляторов Курамото её следует представить в каноническом
виде в соответствии с (5) и определением мультиагентной сети. Анализ
модели средствами фреймворка кластерных потоков позволит обнару-
жить особенности её поведения, что полезно при тестирования алгорит-
ма кластерного управления.
Граф связей между агентами-осцилляторами G = (N , E) — пусть

его топология для простоты не зависит от времени. Соответствующая
ему матрица связности обозначается Υ, элемент Υij которой принимает
значения из множества {0, 1} для любой пары агентов i и j. Значение 0
может пониматься как “агент j не может связаться с агентом i (j /∈ Ni)”,
а 1 означает “сигналы от агента j доходят до i (j ∈ Ni)”. Поскольку ло-
кальное управление (протокол) зависит от выходов агентов (6), следует
обозначить выходы: yi(t) = θi(t).
Пусть кластеризация M(t1) возникла в системе осцилляторов в мо-

мент времени t1 и остается постоянной на временном интервале T =

[t1,+∞), а t ∈ T . Введём следующие функции локального и мезоскопи-
ческого управления:

ui(t) = wi + ρ

N∑
j=1

Υij sin (θj(t)− θi(t)) ,

Ui(t) = µiFα(t, xα),

(7)

где ρ > 0 — константа, wi — собственная частота осциллятора, Fα(·) —
мезоскопическая функция одинаковая для всего кластераMα, µi — чув-
ствительность агента к управляющей функции Fα(·). Кроме времени t

в аргументы Fα(·) может входить xα(t), содержащий интегральные ха-
рактеристики кластера α: примером такой характеристики может слу-
жить положение центроида кластера. Следует отметить, что в системах
с большим числом агентов в кластере его интегральные характеристики
слабо зависят от состояния индивидуальных агентов внутри него.
Пусть оба управляющих действия входят в новую модель аддитивно
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(i ∈ Mα). Таким образом модель Курамото в каноническом мультиа-
гентном представлении с добавлением функции кластерного управле-
ния:

θ̇i(t) = µiFα(t, xα(t)) + wi + ρ
N∑
j=1

Υij sin (θj(t)− θi(t)) , (8)

где ρΥij имеет вид Kij в классической модели (4).
В действительности функции управления (7) сохраняют кластерную

структуру только если соблюдены некоторые условия. Во-первых, син-
хронизация зависит от значений µi: так, некоторые агенты в кластере
Mα могут реагировать на управление F(·) достаточно сильно, чтобы
“сломать’’ структуру кластера. Во-вторых, большая разница значений
wi также может привести к нежелательным последствиям вплоть до
хаотического поведения системы. Сформулируем теорему об ограниче-
ниях на параметры модели (8), обобщающую описанные выше случаи.
Пусть в системе установилось состояние (ε, δ)-синхронизации. Ди-

намика некоторых агентов в кластере Mα под управлением F(·), одна-
ко, может оказаться деструктивной для всего кластера в случае, если
значения их чувствительностей будут сильно отличаться от чувстви-
тельности других агентов в кластере. Кроме того, значительная раз-
ница в значениях wi также может привести к нежелательным послед-
ствиям, вплоть до хаотического поведения системы. Нижеследующая
теорема формализует описанные сценарии для значений ε = δ = 0,
приводя условия на параметры модели, достаточные для сохранения
(0, 0)-синхронизации.

Теорема 1. Рассмотрим мультиагентную сеть (8). Пусть t ∈ T ,
выход zi(t) = θ̇i(t) и ∆ij(t) = |zi(t)− zj(t)|. Пусть также Fα не зависит
от θi ∀i. Нижеследующие условия достаточны для сохранения (0, 0)-
синхронизации.

1. В случае i, j ∈ Mα

|wi − wj + (µi − µj)Fα| ≤ ρCij

N∑
l=1

[Υil +Υjl], (9)
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где Cij = 1 при Υij = Υji = 0; иначе

Cij = max
{√

1− (Γi(j))2,
√

1− (Γj(i))2,

√
2

2

}
, (10)

где
Γi(j) =

−di(j) +
√

(di(j))2 + 8(Υij +Υji)2

4(Υij +Υji)
. (11)

2. Для i ∈ Mα, j ∈ Mβ, α 6= β

|wi − wj + µiFα(t, xα)− µjFβ(t, xβ)| > 0. (12)

3. Граф G сильно связный.

Доказательство теоремы приведено в Приложении.
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3. Алгоритм кластерного управления
С целью смоделировать удалённые наблюдения за мультиагентной

системой, динамические траектории “квантуются”: континуальное ис-
ходное пространство состояний переводится в дискретное счётное про-
странство. Мощность нового дискретного пространства зависит от раз-
решающей способности и “поля зрения” сенсора-наблюдателя, опреде-
ляющей шаг дискретизации. В контексте данной работы для проведе-
ния симуляций параметры разрешающей способности и поля зрения
выбираются эвристически, основываясь на конкретном поведении си-
стемы. Для лучшего понимания концепта наблюдателя можно рассмот-
реть в качестве примера цифровой фотоаппарат или видеокамеру: по-
добно съёмке сцены сенсор-наблюдатель регистрирует определённую
область пространства (состояний) с некоторой степенью дискретиза-
ции. На текущий момент этап ограничения и квантовании простран-
ства состояний выполняется эвристически, что порождает задачу оп-
тимального автоматического выбора параметров масштабирования об-
ласти наблюдений и выбора шага дискретизации.
Алгоритм состоит из трёх основных шагов:

1) ограничить и квантовать пространство состояний (смоделировать
удалённый сенсор);

2) провести наблюдения со сжатием за вектором состояний;

3) найти кластеры;

4) в случае необходимости изменить стратегию кластерного управ-
ления.

Обозначенные шаги циклически повторяются, что позволяет обрабаты-
вать потоковые данные.
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3.1. Ограничение и квантования динамических
траекторий

Рассмотрим простейший пример одномерных синхронизационных
выходов {zi(t)}i∈N . В этом случае траектории можно изобразить кривы-
ми на “координатной плоскости”, горизонтальная ось которой является
временем t, а вертикальная — z. Полуплоскость t > 0 называется пол-
ным пространством состояний и обозначаем её S. С точки зрения
удалённого сенсора полуплоскость S является набором изменяющихся
во времени сцен (одномерных реализаций состояний агентов). Одна-
ко, поскольку выходы zi(t) в общем случае могут принимать любые
значения, практически объять сенсором всю бесконечно простирающу-
юся сцену невозможно, в связи с чем следует выбрать ту её область,
где располагаются траектории в конкретной задаче. Это равносильно
установке “поля зрения” сенсора — ограничения по z значениями Zmin

и Zmax.
Кроме того, для реализации прототипа в текущей работе следует

задать начало наблюдений и их конец (ограничения по t) — tmin и tmax.
Таким образом, для любого момента времени t ∈ [tmin, tmax) точка тра-
ектории zi(t) принадлежит

[
Zmin, Zmax

)
. Данное ограничение по времени

не является обязательным при реализации потокового варианта алго-
ритма.
Благодаря описанным выше действиям в полуплоскости S удаёт-

ся выделить ограниченную область: R =
[
Zmin, Zmax

)
× [tmin, tmax) ⊂ S.

Значения Zmax и tmax не принадлежат R с целью упрощения дальней-
ших конструкций. Дальнейшая дискретизация R предполагает разбие-
ние этой области на “клетки” (семплирование):[

Zmin, Zmax
)
=
[
Zmin, Z1

)
∪ ... ∪

[
Zp−1, Zmax

)
,

[tmin, tmax) = [tmin, t1) ∪ ... ∪ [tq−1, tmax),
(13)

где значения p и q определяются шагами дискретизации: простран-
ственной разрешающей способностью сенсора Zr = Zi − Zi−1 и длины
выдержки te = tj − tj−1. Значения Zr и te зависят от формы траекторий
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{zi(t)}i∈N и выбираются эмпирически. Например, интервал времени te

должен быть сильно короче длительности интересующего динамиче-
ского события, чтобы удалось запечатлеть быстрые изменения состо-
яний. Такие события могут включать внутрикластерные возмущения
или межкластерный обмен агентами.
Таким образом, для реализации наблюдений за траекториями мо-

делируется p-пиксельный однобитный сенсор, принимающий значение
1 в месте регистрации траектории, иначе 0. Серию из q наблюдений
удобно записать в виде матрицы B ∈ {0, 1}p×q, столбцы которой можно
подвергать сжатию в соответствии с (3). Ясно, что при выборе меньших
значений Zr и te размерность B возрастает, что приводит к увеличению
разрешения и читабельности соответствующих портретов дискретных
траекторий, однако при этом увеличивают время сжатия и реконструк-
ции наблюдений.
Для последующего поиска кластеров реконструированная матрица

B̂ пороговой фильтрации с адаптивной регулировкой порога: её эле-
менты b̂i,j приравниваются к единице, если они превышают некоторое
пороговое значение, иначе приравниваются к 0. В качестве этого зна-
чения можно выбрать пропорциональное среднему значению всех эле-
ментов в столбце 5 · b̂.,j — как будет показано далее в симуляциях, это
пороговое значение является хорошей эвристикой.

3.2. Опознание со сжатием
В процессе симуляций заполняется записывающая матрицаB. Каж-

дый из её столбцов, моделирующий “снимок” сенсора, подвергается ком-
прессии при помощи умножения справа на постоянную матрицу изме-
рений: y = Ax, где y — вектор сжатых наблюдений. Предварительно
генерируется матрица A, элементы которой берутся из нормального
распределения

aij = N
(
0,

1

m

)
в соответствии с [24]. Также предварительно, исходя из усреднённой
разреженности столбцов B, определяется величина m = c · s0, где c
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принимает значения от 2 до 4, а s0 — средняя (по всем столбцам) разре-
женность столбцов B. По величине m и размерности вектора x, равной
p (количеству пикселей сенсора), можно определить степень сжатия:
γc = p/m, где c — упомянутая выше константа.

3.3. Поиск кластеров
Задача поиска кластеров на текущий момент сводится к задаче опре-

деления количества найденных кластеров и расположения их центро-
идов. Исходные данные представляют из себя бинарные разреженные
векторы, что позволяет ввести евклидову метрику, которая по двум
ненулевым элементам такого вектора выдаёт модуль разности их ин-
дексов. Центроид кластера в этом случае представляют из себя среднее
значение индексов, попавших в кластер ввиду их близости по описан-
ной выше метрике.
Иерархическая кластеризация позволяет выделять кластеры безот-

носительно к действительному их количеству, в связи с чем предсказан-
ное количество кластеров может не совпадать с истинным значением.
Используя этот факт, можно построить метрику для оценки точности
кластеризации. Введём следующую переменную:

χ[i] =

1, если M̂ [i] = M,

0, если M̂ [i] 6= M,

где i — номер наблюдения из серии (принимает значения от 1 до q),
M̂ — предсказанное алгоритмом оценочное количество кластеров, M —
истинное количество кластеров. В таком случае процентная точность
по q наблюдениям

ϵ =

∑q
i=1 χ[i]

q
· 100%. (14)

В некоторых случаях ℓ1-реконструкция сжатых векторов состояний
агентов может привести к появлению нежелательных всплесков в ме-
стах, где отсутствуют траектории. Эти обособленные выбросы, как пра-
вило, распознаются как малые кластеры, состоящие из 1–2 элементов.
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Как будет показано далее, точность алгоритма отыскивания кластеров
может быть увеличена при помощи устранения таких выбросов из обще-
го списка найденных кластеров. Всюду далее величина минимального
кластера обозначается Mmin.

3.4. Оценка сложности
Большая размерность пространства состояний в мультиагентных

системах приводит возникновению в них непредсказуемого эмерджент-
ного поведения. Это означает, что передача данных из микро-уровня
на макро-уровень может являться своеобразным “бутылочным горлыш-
ком” во всём процессе коммуникаций между системой и наблюдате-
лем (дата-центром). Из-за этого явления система оказывается слож-
ной с точки зрения запутанности связей между её составляющими, что
приводит к проблеме анализа больших данных, обмен которыми про-
исходит в МАС. Таким образом, сложность предлагаемого алгоритма
корректнее всего оценить в количестве собранных данных. Рассмотрим
столбец b·j матрицы B, являющийся вектором в p-мерном простран-
стве. Опознание со сжатием позволяет уменьшить объём передаваемых
данных с кратного p до кратного s log(p/s), где s равняется количеству
ненулевых компонент разреженного сигнала, представляемого векто-
ром b·j. В случае больших пространств состояний опознание со сжатием
позволяет расширить упомянутое “бутылочное горлышко” пропорцио-
нально разреженности, чтобы затем быстрее синтезировать кластерное
управление.
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4. Требования к ПО
В этом разделе сформулированы требования к прототипу программ-

ного обеспечения, реализующего описанный выше алгоритм. Требова-
ния получены исходя из анализа недостатков методов управления муль-
тиагентными системами, обозначенных в Главе 1. Также требования
основываются на описанном Главе 3 алгоритме управления.

4.1. Функциональные требования
4.1.1. Динамика мультиагентной системы

Для симуляции динамики МАС в первую очередь следует обеспе-
чить возможность задать количество агентов в системе 0 ≤ N ≤ 100, а
также граф связей между ними, например, в виде матрицы связности
или ассоциативного массива. Поскольку вместо симулятора в будущем
можно будет применять алгоритм к реальным киберфизическим систе-
мам, то симуляции следует проводить при отсчёте времени в секундах
— для этого нужно обеспечить возможность задавать элементарный
шаг по времени dt, используемый при численном решении систем диф-
ференциальных уравнений, описывающих динамику системы агентов.
С целью упростить тестирование начальные состояния агентов долж-

ны задаваться не только генератором псевдослучайных чисел, но и
вручную — например, для проверки особых случаев неустойчивого рав-
новесия в системе. Следует также обеспечить возможность точно за-
давать чувствительность агентов к локальному и кластерному управ-
ляющим входам. Кроме того, работа системы не должна зависеть от
природы агента — в связи с этим должна предоставиться возможность
имплементировать агентов с желаемым поведением.
Для самих управляющих алгоритмов следует обеспечить возмож-

ность их простой имплементации (и изменения) программными сред-
ствами разрабатываемой системы с указанием всех необходимых пара-
метров вручную.
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4.1.2. Удалённые наблюдения со сжатием

Удалённые наблюдения за МАС сходны с процессом фотосъёмки
классическим цифровым фотоаппаратом. В связи с этим следует обес-
печить возможность задавать следующие параметры: количество “пик-
селей” в сенсоре, время экспозиции, а также обобщённую кратность при-
ближения, выражаемую в задаваемых границах наблюдения (с целью
упрощения симуляции оптики).
Для сжатия в соответствии с методологией Compressive Sensing нуж-

но вне сенсора задать матрицу наблюдений (которую затем следует
также предоставить в дата-цетр для реконструкции) и, соответственно,
размерность вектора сжатых наблюдений. Для кэширования и мони-
торинга нужно обеспечить возможность записывать “снимки” — ориги-
нальные и сжатые данные из сенсора.

4.1.3. Реконструкция данных о системе

Поскольку реконструкция должна осуществляться в удалённом дата-
центре, то его имплементацию следует отделить от имплементации сен-
сора, позволив им общаться между собой при помощи некоторого кана-
ла коммуникаций. На текущий момент не ставится задача обеспечить
между ними связь через сеть, поэтому достаточно передавать записан-
ные данные из сенсора в дата-центр локально.
Для реконструкции следует обеспечить возможность предоставить

дата-центру ту же матрицу наблюдений, что предоставлялась сенсору.

4.1.4. Поиск кластеров

Поиск кластеров предполагает предварительное задание размера
минимального кластера (для отсеивания выбросов) и пороговое зна-
чение расстояния между кластеризуемыми элементами. Если расстоя-
ние между двумя элементами превышает это пороговое значение, то их
следует отнести к разным кластерам. Таким образом, следует обеспе-
чить возможность выбирать размер минимального кластера и порого-
вого значения.
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Кроме того, помимо определения принадлежности тех или иных эле-
ментов к некоторому кластеру, алгоритм должен определять положе-
ние центроида кластера, основываясь на координатах входящих в него
элементов.

4.1.5. Формирование стратегии кластерного управления

Обеспечение возможности формирования кластерного управления
на основе конфигурации распознанных кластеров сводится к требова-
нию о возможности изменения соответствующей стратегии программ-
ными средствами разрабатываемого ПО. Таким образом, программное
обеспечение должно быть способно решать заданную пользователем за-
дачу управления.

4.2. Нефункциональные требования
Программное обеспечение предназначается для установки и исполь-

зования на персональных компьютерах пользователя, а также в буду-
щем для развёртывания на компактных устройствах с низким потреб-
лением энергии. В связи с этим выдвинуты следующие требования:

• ПО должно быть кросс-платформенным (в частности, работать
на компьютерах под управлением ОС на базе ядра Linux или
Windows 7 и выше);

• при работе ПО требует не более 500 мегабайт оперативной памяти;

• ПО со всеми используемыми библиотеками требует не более 200

мегабайт постоянной памяти.
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5. Особенности реализации
Поскольку задачей текущей работы является разработка прототи-

па программного обеспечения, реализующего описанный выше алго-
ритм, то должны быть учтены следующие требования к среде разра-
ботки и языку программирования

1. Простота написания и чтения кода.

2. Удобство отладки и сопровождения ПО.

3. Возможность простой визуализации результатов вычислений.

Для разработки ПО, удовлетворяющего перечисленным выше тре-
бованиям, лучше всего подходят языки MATLAB и Python. Каждый
из них имеет свои преимущества (в сравнении друг с другом).

Преимущества MATLAB:

• производительность;

• специализированные библио-
теки для задач оптимизации;

• простое локальное развёрты-
вание среды разработки;

• простая переносимость кода.

Преимущества Python:

• свободное ПО с открытым ис-
ходным кодом;

• развёртывание в облаке;

• ООП;

• низкое потребление постоян-
ной и оперативной памяти.

Под развёртыванием в облаке имеется в виду в первую очередь PaaS
Google Colab, предоставляющий ресурсы для запуска кода Python в
интерактивной среде Jupyter Notebook. Стоит отметить, что разработ-
чики MATLAB тоже предоставляют PaaS для разработки в облаке,
однако, поскольку MATLAB является проприетарным ПО, доступ к
этой услуге возможен только при наличии соответствующей лицензии.
Несмотря на наличие в MATLAB множества специализированных биб-
лиотек для решения задач оптимизации, такие библиотеки для Python
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Рис. 1: Архитектура ПО для кластерного управления МАС

как SciPy и NumPy способны воспроизвести весь необходимый функци-
онал для реализации алгоритма кластерного управления. Более того,
среда для разработки MATLAB, без которой невозможно исполнение
кода на этом языке, требует больших ресурсов постоянной памяти, из-
за чего использование этого языка для разработки под системы с низ-
ким потреблением энергии является нецелесообразным.
На Рисунке 1 представлена архитектура ПО, реализующая алго-

ритм кластерного управления. Соответствующее разработанное ПО на-
ходится в репозитории [56] — программное обеспечение готово к загруз-
ке в качестве библиотеки и сопровождено примером использования. В
репозитории также содержится ссылка для онлайн-запуска симуляций
в облаке Google Colab. Версия для Google Colab имеет упрощённый
исполняемый код ПО, реализующего достаточный для демонстрации
алгоритма функционал, однако при этом ценой утраты масштабируе-
мости.

5.1. Симуляция динамики агентов
Целью проведения симуляций является численное моделирование

решения системы уравнений, описывающих динамику агентов (5):

ẋi(t) = fi(xi(t), ui(t), Ui(t), ηi(t)).
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Для этого следует предварительно задать не только параметры самой
динамической системы, но и параметры симулятора: дискретный шаг
по времени, длительность симуляции и соответствующее количество
итераций. Таким образом, получается система разностных уравнений:

xi[k + 1] = fi(xi[k], ui[k], Ui[k], ηi[k]) · dt, (15)

где k — номер текущей итерации, dt — конечный шаг по времени.
Для реализации полученной системы подходит библиотека NumPy,

позволяющая осуществлять матрично-векторные вычисления с высо-
кой производительностью. NumPy использует возможности BLAS (Basic
Linear Algebra Subprograms), оптимизирующих матрично-векторные опе-
рации под аппаратное обеспечение с помощью распараллеливания и кэ-
ширования.
Симуляция производится при помощи трёх классов: “симулятора”,

“агента” и “контроллера”. Симулятор инициализирует необходимое ко-
личество агентов, хранит их идентификатор и граф связей. Каждый
агент инициализирует два контроллера — для локального и кластерно-
го управления, при этом повлиять на состояние агента можно только
при помощи этого контроллера. Сами агенты не хранят в себе информа-
цию о своём идентификаторе и графе связей — в будущем это поможет
позволить перейти к полной децентрализации системы.

5.2. Визуализация данных
Полученные в ходе симуляций данные можно визуализировать в

Jupyter Notebook при помощи таких библиотек, как matplotlib, Seaborn
и Plotly. При этом Seaborn и Plotly предлагают избыточный функци-
онал (например, интерактивные графики), в связи с чем для визуали-
зации выбран matplotlib. Визуализация используется в демонстрацион-
ном примере работы системы в репозитории.
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5.3. Реализация опознавания по сжатию
Для восстановления x̂ используется решающий алгоритм на основе

метода внутренней точки, реализованный библиотекой SciPy. Рекон-
струкцию x̂ также можно реализовать при помощи библиотек для вы-
числений на GPU: TensorFlow или PyTorch, добивающихся таким обра-
зом наилучшей производительности векторно-матричных вычислений.
Однако синтаксис SciPy намного проще, а сама библиотека занима-
ет значительно меньше постоянной памяти, чем перечисленные выше
аналоги для расчётов на GPU, поэтому в угоду читабельности кода и
простоты эксплуатации прототипа ПО выбор остановился на нём. При
этом время расчёта оценки x̂ с использованием SciPy составляет по-
рядка секунд (на 12-ядерном процессоре с частотой 3.6 ГГц), в связи с
чем нет необходимости ускорения на GPU. Стоит также отметить, что
в системах с низким потреблением энергии (например, в компьютерах
Raspberry Pi) может вовсе отсутствовать графический процессор, что
сделает использование TensorFlow или PyTorch нецелесообразным.
Имплементация реконструирующего дата-центра осуществлена от-

дельно от имплементации сенсора, что может позволить в будущем фи-
зически разделить устройства-сенсоры от дата-центров и передавать
потоковые данные на расстоянии.

5.4. Имплементация алгоритма кластеризации
Библиотека SciPy позволяет реализовать иерархическую кластери-

зацию. Также с этой задачей можно справиться при помощи TensorFlow
и PyTorch, однако, поскольку поиск кластеров выполняется за время
порядка секунд, то отсутствует нужда использовать ускорение на GPU.
С помощью описанной выше библиотеки matplotlib производится визу-
ализация центроидов кластеров вместе с визуализацией матрицы B.
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6. Апробация
Для апробации разработанного и реализованного алгоритма при-

меняется модифицированная модель Курамото с кластерным управ-
лением. На данном этапе главной целью апробации является провер-
ка алгоритма поиска кластеров по удалённым наблюдениям, а также
определение зависимости точности кластеризации от степени сжатия.
В связи с этим кластерное управляющее воздействие определяется за-
ранее заданным истинным количеством кластеров, которое требуется
предсказать с помощью иерархической кластеризации. В будущем кла-
стерное управляющее воздействие можно будет синтезировать уже не
по заранее определённым кластерам, а по предсказанным — на данный
момент это находится за рамками текущей работы.

6.1. Симуляция модели осцилляторов Курамото

Рис. 2: Топология используемого графа

Рассмотрим модель (8) и ее симуляцию на интервале T = [0, 60]:

θ̇i(t) = µiFα(t, xα(t)) + wi + ρ
N∑
j=1

Υij sin (θj(t)− θi(t)) .

39



Возьмём синусоидальный алгоритм кластерного управления:

Ui = µiFα(t, xα(t)) = µi sin(2πfα(t− 20)) (16)

в качестве примера, где Ui(t) “включается” с момента времени t = 20.
Зададим следующие параметры модели:

• N = 16;

• топология графа G как на Рисунке 2;

• начальные фазы θi(0) из равномерного распределения на окруж-
ности S1;

• значения fα берутся из равномерного распределения на [0, 1];

• ρ = 0.5;

• собственные частоты wi представлены в Таблице 1;

• значения µi представлены в Таблице 2.

w1 w2 w3 w4 w5 w6 w7 w8

4.1 4.2 4.3 4.4 8.1 8.2 8.3 8.4
w9 w10 w11 w12 w13 w14 w15 w16

12.1 12.2 12.3 12.4 16.1 16.2 16.3 16.4

Таблица 1: Значения wi, используемые в симуляции

µ1 µ5 µ9 µ13 µ2 µ6 µ10 µ14

0.375 0.75
µ3 µ7 µ11 µ15 µ4 µ8 µ12 µ16

1.125 1.5

Таблица 2: Значения µi, используемые в симуляции

Далее кластерную синхронизацию агентов-осцилляторов в модели Ку-
рамото будем определять по близости значений их угловых частот θ̇i,
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играющих роль соответствующих выходов zi в теореме из Главы 2. Си-
муляция динамики 16 агентов позволяет получить траектории измене-
ния их угловых частот (см. Рисунок 3). Из Теоремы 1 (уравнений (9)
и (12)) следует, что представленные значения параметров позволяют
кластерной картине оставаться неизменной с течением времени. На Ри-
сунке 3 траектории агентов из одного кластера помечены одинаковым
цветом для наглядности.

Рис. 3: Траектории угловых частот 16 агентов-осцилляторов, форми-
рующих 4 кластера, при синусоидальном кластерном управлении, опи-
санном в уравнении (16)

Несмотря на достаточно небольшое количество агентов, дискретное
пространство состояний такой системы тем не менее оказывается до-
вольно большой размерности. Если рассмотреть визуализацию этого
пространства состояний далее, то станет ясно, что такое пространство
может включать и сильно большее количество агентов. Однако после
кластерной синхронизации агенты в любом случае займут относитель-
но малую зону пространства (таким образом приводя пространство со-
стояний к разреженному виду). Таким образом, на текущий момент
используется простой пример с 16 агентами исключительно для демон-
страции алгоритма, при этом система остаётся хорошо масштабируе-
мой.
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6.2. Определение кластеров по дискретным
наблюдениям

Обозначим эмпирически выбранные параметры системы наблюде-
ний из сенсора и записывающего устройства (параметры дискретизации
пространства состояний):

• Zmin = 0, Zmax = 20, Zr = 0.1;

• tmin = 20, tmax = 60, te = 0.1.

При этих параметрах производится симуляция 200-пиксельного сенсо-
ра, с помощью которого совершается 400 одномерных “снимков” дина-
мических траекторий (угловых частот) за промежуток времени от 20

до 60 секунд от начала симуляции системы осцилляторов. Эти снимки
можно представить в виде матрицы B размерности 200×400, построен-
ной согласно алгоритму в Главе 3. На Рисунке 4 изображена полученная
в симуляции матрица B, где белые пиксели отвечают за наличие од-
ного или нескольких агентов в соответствующей области пространства
состояний.

Рис. 4: 400 одномерных последовательных 200-пиксельных снимков тра-
екторий 16 осцилляторов, представленных в виде столбцов матрицы B
(см. алгоритм в Главе 3); белые пиксели отвечают за наличие одного
или нескольких агентов с соответствующим состоянием
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Рис. 5: Центроиды кластеров (выделены красным), распознанных в
каждом снимке пространства состояний из серии 400 снимков, пред-
ставленной в виде столбцов матрицы B, при значении минимального
кластера Mmin = 2

Рис. 6: Центроиды кластеров (выделены красным), распознанных в ре-
конструированных снимках пространства состояний из серии 400 сним-
ков, представленной в виде столбцов матрицы B̂, при значении мини-
мального кластера Mmin = 2

Далее следует определить величину m: пусть она равна целой части
от c · s0 = 3 ∗ 24.78, то бишь m = 74 (где s0 — среднее значение разре-
женности столбцов B, а c — некоторая константа). Соответствующая
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степень сжатия γ3 = p/m ≈ 2.7. После сжатия и реконструкции по мет-
рике (14) можно сравнить точность нахождения кластеров в оригиналь-
ном наборе наблюдений (матрице B) и в наблюдениях после сжатия-
реконструкции (матрице B̂). Пусть в качестве выбросов считаются все
кластеры, количество элементов в которых меньше 2 (Mmin = 2). Пусть
также всюду далее значение δ = 0.8 — пороговое значение при опре-
делении кластеров (если два ненулевых элемента вектора наблюдений
располагаются ближе, чем на δ друг от друга, то они относятся к одному
кластеру). Результаты сравнения точности представлены в Таблице 3.
На Рисунках 5 и 6 обозначены найденные центроиды.

ϵ,%
B B̂

95.74 94.24

Таблица 3: Точность кластеризации при c = 3 и размере минимального
кластера Mmin = 2.

6.3. Исследование зависимости точности от степени
сжатия

Рис. 7: Точность идентификации кластеров в B̂ при Mmin = 2 и раз-
личных значениях степени сжатия γc (значения c от 2 до 4 с шагом
0.5)
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Точность нахождения кластеров зависит от степени сжатия: чем
выше степень сжатия, тем больше потерь, из чего следует меньшая
точность распознавания кластеров. На Рисунке 7 представлена зависи-
мость точности определения кластеров в B̂ для различных значений γc

и Mmin = 2. Видно, что точность монотонно убывает при увеличении
степени сжатия.

6.4. Исследование зависимости точности от размера
минимального кластера

При размере минимального кластера Mmin = 1 в качестве отдельно-
го кластера принимаются любые выбросы. В то же время при больших
значениях Mmin множество центроидов может оказаться пустым. Обе
ситуации приводят к низкой точности кластеризации, поэтому важно
найти оптимальную величину минимального кластера для максимиза-
ции точности. На Рисунке 8 изображена зависимость точности опреде-
ления кластеров в B̂ для различных значений Mmin и γ2.5 = 3.28. Из
полученного графика следует, что оптимальным значением минималь-
ного кластера является 2.

Рис. 8: Точность идентификации кластеров в B̂ при γ2.5 = 3.28 и раз-
личных значениях минимального кластера Mmin (от 1 до 5)
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Заключение
В ходе выполнения работы были получены следующие результаты.

1. Выявлены преимущества и недостатки “локального” и “глобаль-
ного” методов управления, а также двух основных способов мо-
делирования МАС (автоматный и на основе систем дифферен-
циальных уравнений). Проведён анализ метода опознавания по
сжатию и модели взаимодействующих осцилляторов (модель Ку-
рамото), используемой далее для апробации разработанного алго-
ритма. Проведено сравнение алгоритмов кластеризации, обосно-
ван выбор иерархического метода.

2. На основе теории динамических систем разработан фреймворк,
способный описывать “кластерные потоки” (динамическую кла-
стеризацию, меняющуюся во времени). Продемонстрировано, как
в рамках фреймворка можно синтезировать алгоритм кластерно-
го управление агентами.

3. На основе метода Compressive Sensing разработан алгоритм обра-
ботки данных о состоянии агентов в киберфизической системе с
последующим поиском кластеров. Разработан способ оценки точ-
ности алгоритма.

4. Определены требования к программному обеспечению, необходи-
мые для реализации гибко настраиваемого масштабируемого ПО
для наблюдения за МАС (в том числе симуляциями) и распозна-
вания в ней кластеров.

5. Выполнена реализация алгоритма кластерного управления с ком-
прессией на языке Python с использованием библиотек NumPy,
SciPy, matplotlib. Реализован симулятор МАС для последующей
апробации. Ссылка на репозиторий с кодом: [56].

6. На основе модели Курамото разработан пример мультиагентной
системы. На данном примере апробирован разработанный и реа-
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лизованный алгоритм. При варьировании степени сжатия от 2 до
4 точность падает с 95 до 50 %.

По теоретическим результатам сделан доклад на “Восемнадцатой Наци-
ональной конференции по искусственному интеллекту“ (Россия, Москва)
и опубликована статья [25]. По результатам разработки алгоритма опо-
знавания по сжатию для МАС опубликована статья [26] в журнале
Mathematics с импакт-фактором 1.747 (Q1, Web of Science).
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Приложение
Перед доказательством Теоремы 1 докажем следующую лемму.

Лемма 1. Рассмотрим мультиагентную сеть, соответствующую
модели (8) с нулевым мезо-управлением (Ui(t) = µiFα(t, xα(t)) = 0)
и графу G с матрицей связности Υ. Пусть t ∈ T , вывод zi(t) = θ̇i(t) и
∆ij(t) = |zi(t)− zj(t)|. Следующие условия достаточны для достиже-
ния (0, 0)-синхронизации в этой сети:

1. Для i, j ∈ Mα таких что wj − wi ≥ 0

wj − wi ≤ ρ sin
(
∆θji
2

) N∑
l=1

[Υil +Υjl], (17)

где sin
(
∆θji
2

)
= 1 в случае Υij = Υji = 0; иначе

sin
(
∆θji
2

)
= max

{√
1− (Γi(j))2,

√
1− (Γj(i))2,

√
2

2

}
, (18)

где
Γi(j) =

−di(j) +
√

(di(j))2 + 8(Υij +Υji)2

4(Υij +Υji)
. (19)

2. Для i ∈ Mα, j ∈ Mβ, α 6= β

|wi − wj| > 0. (20)

3. Граф G является сильно-связным.

Доказательство 1. С целью упрощения нотации всюду далее в до-
казательстве мы пишем θ̇i(t) как θ̇i (то же самое относится к θi и
∆ij). Следуя Определению 5, ∆ij =

∣∣∣θ̇i − θ̇j

∣∣∣ = 0 ∀i, j ∈ Mα и ∆ij >

0 ∀i ∈ Mα, j ∈ Mβ α 6= β. Поскольку ситуация, когда i и j – из разных
кластеров, доказывается проще, то мы рассматриваем ее в первую
очередь. Подставив вместо θ̇i правую часть модели (8), получаем сле-
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дующее выражение ∆ij:

∆ij =

∣∣∣∣∣wi − wj + ρ

(
N∑
l=1

Υil sin(θl − θi)−
N∑
l=1

Υjl sin(θl − θj)

)∣∣∣∣∣ > 0. (21)

Полагая аргументы синусов в (21) равными 0, получаем достаточное
условие на собственные частоты. Далее мы рассматриваем ситуацию
i, j ∈ Mα. Пусть левая часть (21) строго равна нулю; предположим,
что wj − wi ≥ 0 без потери общности. Пусть E – функционал

E =
N∑
l=1

Υil sin(θl − θi)−
N∑
l=1

Υjl sin(θl − θj) =

= (Υij +Υji) sin(θj − θi) +
N∑

l=1,l 6=j

Υil sin(θl − θi)−

−
N∑

l=1,l 6=i

Υjl sin(θl − θj),

(22)

который мыжелаем максимизировать. Необходимые условия (первого
порядка) для максимизации E

∂E

∂θi
= −(Υij +Υji) cos(θj − θi)−

N∑
l=1,l 6=j

Υil cos(θl − θi) = 0, (23)

∂E

∂θj
= (Υij +Υji) cos(θj − θi) +

N∑
l=1,l 6=i

Υjl cos(θl − θj) = 0, (24)

∂E

∂θl
= Υil cos(θl − θi)−Υjl cos(θl − θj) = 0. (25)

Для того чтобы нижеследующие рассуждения были истинными, до-
пустим ∃l1 : Υil1 = 1 и ∃l2 : Υjl2 = 1. Поскольку i и j произвольны, граф
G оказывается таким образом сильно-связным. Рассмотрим случай
Υij = Υji = 0. Тогда косинусы во вторых слагаемых уравнений (23)
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and (24) также равны 0, из чего следует

Emax =
N∑
l=1

[Υil +Υjl]. (26)

Теперь пусть Υij+Υji ≥ 1. Рассмотрим уравнение (25). В случае Υil =

Υjl = 0 получается, что Emax имеет вид как в (26). Если же Υil = 1

и Υjl = 0, тогда, следуя (23), cos(θj − θi) = 0. То же самое истинно
если Υil = 0 и Υjl = 1, следуя (24). Самая нетривиальная ситуация
– когда Υil = Υjl = 1. Используя (25), получаем, что либо θl =

θi+θj
2 ,

либо θi = θj = 0. Однако, из второго следует, что E ≡ 0, что не
соответствует цели максимизации E. Таким образом, подставляем
θl =

θi+θj
2 в (23) и используем выражение cos(2x) = 2 cos2(x)− 1:

2(Υij+Υji) cos2
(
θj − θi

2

)
−(Υij+Υji)+cos

(
θj − θi

2

) N∑
l=1,l 6=j

Υil = 0. (27)

После решения квадратного уравнения (27) получаем два решения, един-
ственное из которых (со знаком “плюс”) удовлетворяет следующе-
му условию: cos

(
θj−θi
2

)
∈ [−1, 1]. Выбранное решение мы обознача-

ем Γj(i) – оно соответствует (19). Аналогичным образом получаем
решения (24). И снова подходит лишь решение со знаком “плюс’’,
обозначаемое как Γi(j). Пусть оптимальное значение (θj − θi)opt =

∆θji как в (18), где первые два варианта получены из выражения
sin(arccos(x)) =

√
1− x2, в то время как последний выведен из (25) в

случае если один из коэффициентов равен 1, а другой равен 0. Наконец,
подставим ∆θji и θl =

θi+θj
2 в (22):

Emax = sin
(
∆θji
2

) N∑
l=1

[Υil +Υjl], (28)

что завершает доказательство.

С целью упрощения нотации Fα = Fα(t, xα). Далее следует доказа-
тельство Теоремы 1.
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Доказательство 2. Достаточные условия можно получить из Лем-
мы 1 с помощью подстановки мезоскопического управления Ui в ∆ij:

∆ij =

∣∣∣∣∣wi − wj + µiFα − µjFβ+

+ρ ·

(
N∑
l=1

Υil sin(θl − θi)−
N∑
l=1

Υjl sin(θl − θj)

)∣∣∣∣∣.
(29)

Для начала, предположим, что i, j ∈ Mα. Следуя тем же рассужде-
ниям, что в Доказательстве Леммы 1, уравнение (29) равно 0, из чего
получается (9). Теперь пусть i ∈ Mα, j ∈ Mβ α 6= β, таким образом
∆ij > 0 в уравнении (29). Полагая синусы равными нулю, как в Лем-
ме 1, получается желаемое условие на мезоскопическое управление,
что завершает доказательство.
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