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Введение
В современных прикладных задачах из различных областей актив-

но используются методы математической статистики. Одним из таких
методов является оценка параметров смеси распределений [1]. Решение
этой задачи требует специализированных инструментов, способных эф-
фективно работать со смесями и обеспечивать точную оценку их па-
раметров. Именно таким инструментом выступает библиотека pysatl-
mpest, которая является частью крупного и активно развивающегося
статистического пакета PySATL.
В рамках предыдущей учебной практики в библиотеку был успеш-

но интегрирован ELM (ранее LM-EM) алгоритм, использующий L-
моменты [2], [3] для оценки параметров смеси. Был проведен экспе-
римент, в рамках которого выяснилось, что новый метод значитель-
но быстрее и в некоторых случаях точнее классического EM (далее
MLE-EM) алгоритма [4]. Результаты этих исследований были успеш-
но представлены в публикации на 37-й конференции FRUCT [5], что
подчёркивает научную значимость и практическую применимость раз-
работанного подхода.
Однако, в процессе дальнейшего развития пакета PySATL были вы-

явлены внешние архитектурные ограничения pysatl-mpest. Эти огра-
ничения заключаются в невозможности полноценного взаимодействия
библиотеки с другими модулями пакета. В частности, выявлена невоз-
можность прямой интеграции в качестве подмодуля в pysatl-experiment
— ключевой компонент пакета, предназначенный для проведения экспе-
риментов [6]. Кроме того, внутренняя архитектура pysatl-mpest демон-
стрирует недостаточную степень расширяемости, что затрудняет реа-
лизацию новых методов.
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1. Постановка задачи
Целью работы является развитие функциональности и сбор требова-

ний для будущего рефакторинга pysatl-mpest. Для её выполнения были
поставлены следующие задачи:

• Расширение набора поддерживаемых распределений, а именно
распределений с ограниченным носителем или тяжёлыми хвоста-
ми.

• Реализация прототипа экспериментального окружения.

• Проведение расширенного эксперимента на стандартных смесях
для валидации результатов предыдущей работы.
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2. Расширение класса распределений
Для выявления ограничений архитектуры было решено добавить

новые типы распределений, каждый со своими особенностями. В этом
разделе будет проведён обзор реализованных распределений и проведе-
на оценка применимости методов в контексте текущей архитектуры.

2.1. Обзор распределений
2.1.1. Равномерное распределение

Имеет плотность:

f(x | a, b) = 1

b− a
, b > a, x ∈ [a, b]

Классический пример распределения с ограниченным носителем,
что позволяет изучить методы на данных, имеющих чёткие границы,
в отличие от данных, сгенерированных из распределений с бесконеч-
ным носителем.

2.1.2. Несмещённое бета-распределение

Имеет плотность:

f(x | α, β) = 1

B(α, β)
xα−1(1− x)β−1, α, β > 0, x ∈ [0, 1]

где B(α, β) — бета-функция
Является нетривиальным распределением с ограниченным с обеих

сторон носителем.

2.1.3. Распределение Коши

Имеет плотность:

f(x | γ, x0) =
1

π
· γ

(x− x0)2 + γ2
, γ > 0, x ∈ R
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Это распределение является примером распределения с тяжёлыми
хвостами и имеет колоколообразную форму плотности, схожую с нор-
мальным распределением, что позволяет в дальнейшем изучить воз-
можность разделять смеси распределений Коши и нормального.

2.1.4. Распределение Парето I типа

Имеет плотность:

f(x | k, xm) =
kxkm
xk+1

, k > 0, x ≥ xm

Как и распределение Коши, распределение Парето I типа характе-
ризуется тяжёлыми хвостами, хотя и только при k < 1. Его включение
позволит оценить применимость и точность алгоритмов на данных с
выраженной асимметрией и потенциальными выбросами.

2.2. Оценка применимости методов
На таблице 1 приведены результаты оценки. Архитектурная струк-

тура алгоритмов без дополнительных изменений применима только для
распределений Коши и несмещённого Бета. Для оценки параметров рав-
номерного распределения и Парето I типа необходима реализация спе-
циализированных типов алгоритмов.

Распределение MLE-EM ELM
Коши
Равномерное
Несмещённое бета
Парето I типа

Таблица 1: Результаты анализа применимости различных распределе-
ний в контексте архитектуры (MLE-EM и ELM)

Помимо этого, выявлена проблема несовместимости компонент в
контексте алгоритмов: если смесь состоит, например, из распределе-
ния Коши и нормального распределения, то ELM алгоритм невозможно
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применить к ней ввиду его теоретической неприменимости к распреде-
лению Коши.
Одной из ключевых задач при оценке параметров распределений

является их корректная обработка, особенно при использовании опти-
мизаторов, требующих нормализации входных данных. Тогда как для
большинства распределений она требуется, существуют распределения,
для которых нет необходимости в нормализации. Это расхождение не
имеет универсального решения в данной архитектуре, что является про-
блемой.
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3. Пайплайн проведения экспериментов
В этом разделе будет описан процесс проведения эксперимента,

структурированный в последовательный пайплайн, который частично
воспроизводит структуру эксперимента из pysatl-experiment.

• Этап 0: Конфигурирование
Предназначен для фиксирования общих параметров эксперимен-
та, к которым относятся: размер выборки, семейства распределе-
ний, количество повторных запусков (итераций) для каждой кон-
фигурации и выбор начального сида для всех случайных процес-
сов.

• Этап 1: Генерация данных
Цель данного этапа — создание синтетических выборок из смесей
распределений. Для каждого из запусков (определенных в этапе
0) и каждой конфигурации из этапа 0 осуществляется сэмплиро-
вание данных, включающее:

– Генерацию случайных весов Ω и параметров Θ для компонент
смеси.

– Сэмплирование из сгенерированной смеси.
– Сохранение результатов для дальнейшей оценки.

• Этап 2: Оценка параметров
На этом этапе применяются алгоритмы к выборкам из преды-
дущего этапа. Для каждой выборки генерируется случайный на-
бор начальных весов и параметров смеси. Важно отметить, что в
случае сравнения алгоритмов необходимо установить одинаковый
сид, чтобы сравнение было корректным. Далее запускаются алго-
ритмы для оценки параметров смеси и сохраняются результаты
их работы.

• Этап 3: Анализ результатов
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Для результатов из второго этапа возможен анализ в режиме срав-
нения двух алгоритмов или в режиме оценки конкретного алгорит-
ма. Анализ включает вычисление метрик качества и времени вы-
полнения алгоритмов. Из этих значений формируются выборки,
для которых затем вычисляются описательные статистики: сред-
нее, медиана, стандартное отклонение и процентили.

Все промежуточные и финальные данные на каждом этапе сохра-
няются в файлах форматов .csv и .yaml для обеспечения возможности
дальнейшего анализа и полной воспроизводимости. Таким образом, при
наличии данных с первого или второго этапа нет необходимости прово-
дить их повторно.
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4. Архитектура экспериментального окру-
жения
Описанный в секции 3 пайплайн реализован в виде модульной архи-

тектуры, которая будет описана в текущем разделе.
Для воспроизводимости экспериментов необходимо зафиксировать

различные сиды для первого и второго этапа, передав их в конструкто-
ры соответствующих классов. Высокоуровневая архитектура экспери-
ментального окружения представлена на Рис. 4.

4.1. Этап генерации
Эта часть экспериментального окружения отвечает за сэмплирова-

ние датасетов из случайно сгенерированных смесей.
Прежде всего генерируется смесь распределений при помощи объек-

та класса AMixtureGenerator. Конкретными реализациями являются:

• DatasetMixtureGenerator: Генерирует для каждой компоненты
смеси параметры из равномерного распределения. Веса компонент
генерируются из распределения Дирихле с параметрами, при кото-
рых значения, близкие к граничным, генерируются намного реже.
Такой подход необходим для минимизации сценариев, в которых
компоненты смеси вырождаются в ходе работы алгоритма.

• RandomMixtureGenerator: То же, что и DatasetMixtureGene-
rator, но веса каждой компоненты равны.

• StandardMixtureGenerator: Генерирует смесь со стандартны-
ми параметрами (например, нормальное распределение с парамет-
рами µ = 0, σ = 1).

Далее пользователь конфигурирует генератор датасетов, фиксирует
смеси, для которых эксперимент будет проводиться, количество запус-
ков и размер выборки.
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DatasetSaverMixtureDistributionAMixtureGeneratorDatasetGeneratorUser

DatasetSaverMixtureDistributionAMixtureGeneratorDatasetGeneratorUser

alt [Mixture generation]

loop [For each experiment]

generate_datasets()

Create mixture

base_mixture

base_mixture.generate(sample_size)

samples

save_dataset(dataset_descr)

(Saved)

(End)

  Рис. 1: Диаграмма потоков данных этапа генерации

DatasetGenerator сэмплирует выборки в соответствии с конфигура-
цией, после чего объект класса DatasetSaver сохраняет результаты в
указанную директорию.

4.2. Этап оценки
Данный этап предназначен для оценки параметров смеси и сохране-

ния результатов. Класс DatasetParser загружает данные с первого этапа
эксперимента, которые передаются в AExecutor для запуска алгоритма.
Алгоритмы запускаются внутри объекта класса AEstimator. Для

ускорения вычислений было решено использовать ProcessPoolExecutor
из пакета multiprocessing.
Результаты работы алгоритма сохраняются при помощи объекта
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класса ExperimentSaver.

ExperimentSaverEstimatorAMixtureGeneratorExecutorUser

ExperimentSaverEstimatorAMixtureGeneratorExecutorUser

Inside one of the algorithms

loop [For each dataset from first stage]

execute(dataset)

Create initial mixture

Initial mixture

Estimate parameters

Estimation results

Save results

(Saved)

(End)

  Рис. 2: Диаграмма потоков данных этапа оценки

4.3. Этап анализа
Анализ возможен в двух режимах: analyze и compare. Первый пред-

назначен для получения информации о работе одного алгоритма, тогда
как второй предназначен для их сравнения.
Пользователь конфигурирует класс Analysis, фиксируя методы ана-

лиза двух видов:

• AnalysisStrategy: Предназначен для анализа единичного запус-
ка. Конкретными реализациями являются:

– DensityPlot: Сохраняет график истинной и результирую-
щей смеси, а также гистограмму выборки.
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– ErrorConvergence: Сохраняет график зависимости значе-
ния метрики от шага алгоритма. В качестве метрики сейчас
доступен только Mean integrated squared error (MISE).

– TimePlot: Сохраняет график времени выполнения каждого
шага алгоритма.

• AnalysisSummarizer: Предназначен для анализа всех запусков
конкретной смеси. Включает в себя:

– ErrorSummarizer: Сохраняет статистики по выборке мет-
рик, такие как среднее, стандартное отклонение, медиану и
90, 95% процентили.

– TimeSummarizer: Сохраняет среднее время выполнения и
стандартное отклонение.

AnalysisStrategy / AnalysisSummarizerAnalyzerUser

AnalysisStrategy / AnalysisSummarizerAnalyzerUser

Calculate metrics, plot graphs,
aggregate statistics

loop [For each ResultProcessor (Strategy/Summarizer)]

loop [For each mixture type / experiment (depending on analyze/compare mode)]

analyze(experiment_results, analysis_settings)

Process(experiment_data_or_summary)

Save results

(Analysis complete)

  Рис. 3: Диаграмма потоков данных этапа анализа
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5. Эксперимент

5.1. Постановка эксперимента
Для подтверждения воспроизводимости результатов, полученных в

рамках работы над прошлой практикой, было решено провести расши-
ренный эксперимент с большим количеством запусков:

• Компоненты, используемые в смесях — экспоненциальное, нор-
мальное, Вейбулла с двумя параметрами.

• Алгоритмы — MLE-EM, ELM.

• Используются все реализованные в пакете mpest оптимизаторы
для MLE-EM, из результатов которых выбирается смесь с наи-
большим сходством с базовой.

• Количество компонент в смесях — 2.

• Количество экспериментов для каждой смеси — 10000.

• Количество шагов алгоритма — 16.

• Количество элементов в выборках - 200, 1000.

Данные сгенерированы с фиксированным сидом 42, оценка парамет-
ров производилась с фиксированным сидом 43.
В качестве метрики для эксперимента используется MISE:∫ +∞

−∞
(p(x | Θ)− p(x | Θ̂))2dx

где p(x | Θ) — плотность базовой смеси с параметрами Θ, p(x | Θ̂) —
плотность смеси с оценёнными параметрами Θ̂.

5.2. Результаты
Результаты эксперимента приведены в таблице 2.
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Размер Смесь ELM MLE-EM
µ σ 50% 90% 95% µ σ 50% 90% 95%

200 Exp+Exp 0.006 0.009 0.0027 0.015 0.022 0.006 0.009 0.0027 0.015 0.022
Exp+Norm 0.01 0.18 0.0028 0.015 0.024 0.066 0.13 0.016 0.18 0.32
Norm+Norm 0.0068 0.042 0.0014 0.009 0.021 0.01 0.05 0.002 0.012 0.031
Weib+Norm 3.6 94 0.003 0.052 0.22 5 257 0.023 0.34 0.64
Weib+Weib 12 858 0.008 0.59 1.4 3.1 160 0.007 0.33 0.88

1000 Exp+Exp 0.001 0.002 0.0007 0.004 0.005 0.001 0.002 0.0007 0.004 0.005
Exp+Norm 0.0027 0.021 0.0006 0.003 0.005 0.069 0.14 0.015 0.2 0.37
Norm+Norm 0.0042 0.028 0.0004 0.0032 0.01 0.0095 0.059 0.0004 0.0062 0.026
Weib+Norm 130 12500 0.0007 0.025 0.11 2.2 54 0.024 0.35 0.65
Weib+Weib 6.1 258 0.0021 0.46 1.2 5.9 259 0.0019 0.33 0.85

Таблица 2: Сравнение метрик ошибки ELM и MLE-EM алгоритмов для
различных смесей распределений при размере выборки 200, включая
среднее, стандартное отклонение, медиана, 90-й и 95-й процентили.

По данным с таблицы видно, что ELM работает стабильно точнее
на размерах выборки 200 и 1000, при этом улучшая свою точность с
ростом размера выборки.
Исключением является смесь Вейбулловских распределений, для ко-

торых MLE-EM показывает лучшие результаты.
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6. Требования к архитектуре
• Гибкость и расширяемость:

– Универсальность модели для абстракций распределений.
– Поддержка специализированных версий алгоритмов (реали-
зация для уже имплементированных EM/ELM, поддержка
для будущих).

– Поддержка каскадного использования алгоритмов, то есть
использование конкретного алгоритма на конкретной компо-
ненте.

• Надёжность и корректность:

– Проверка валидности конфигурации алгоритма для конкрет-
ной смеси распределений. В частности, проверка на примени-
мость алгоритма к каждой компоненте смеси.

• Совместимость с другими модулями PySATL:

– Соответствие интерфейсам pysatl-experiment и pysatl-tsp.
– Интеграция в pysatl-experiment (реализация сценариев гене-
рации, обработки и создания отчётов).
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Заключение
• Имплементированы новые семейства распределений, такие как1:

– Равномерное распределение
– Бета-распределение
– Распределение Коши
– Распределение Парето I типа

• Был спроектирован и реализован прототип экспериментального
окружения, повторяющий структуру эксперимента фреймворка
pysatl-mpest. Данный прототип позволяет в декларативном стиле
проводить эксперименты для анализа и/или сравнения алгорит-
мов 2.

• С помощью этой системы был проведен расширенный экспери-
мент, подтвердивший воспроизводимость полученных в прошлом
семестре результатов.

• Сформулирован детальный список требований к будущему рефак-
торингу архитектуры pysatl-mpest.

1https://github.com/PySATL/pysatl-mpest/pull/16
2https://github.com/PySATL/pysatl-mpest/pull/10
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Рис. 4: Высокоуровневая диаграмма архитектуры экспериментального
окружения.
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