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Введение
Широко известна задача автоматического создания программ на

некотором языке программирования, которые удовлетворяют намере-
ниям пользователя, выраженным в форме ограничений [7, 10, 21]. Она
называется задачей синтеза программ. Качественный синтез программ
делает процесс разработки более надежным и менее трудоёмким. Она
лежит на стыке следующих областей — искусственного интеллекта, ма-
шинного обучения, формальной верификации, математической логики.

Среди известных подходов к синтезу программ существует эффек-
тивный и хорошо масштабируемый подход, называемый функциональ-
ным синтезом [8, 9, 15, 16, 17, 18, 19, 27, 30, 35]. В рамках этого подхода
синтезируемая программа рассматривается как функция, а намерения
пользователя выражаются в виде утверждений на языке исчисления
предикатов первого порядка, называемых спецификацией программы,
которая связывает входные и выходные параметры функции.

Функциональный синтез накладывает сильные ограничения на фор-
мат спецификации. Существующие методы функционального синтеза
основываются на эффективных алгоритмах устранения кванторов [8,
15, 16, 17, 19, 27, 30, 35]. Однако в настоящий момент они хорошо ра-
ботают только для спецификаций, в которых синтезируемая функция
встречается только с одним и тем же фиксированным набором аргу-
ментов (так называемые спецификации с одиночным вызовом)1. Таким
образом, производительность синтезаторов, а также успешность гене-
рации программы в решающей степени зависит от того, как сформули-
рованы спецификации.

В действительности часто оказывается, что строго формулировать
уточнения, которые бы адекватно представляли целевые намерения,
представляющие собой спецификацию, очень затратно. Это, во мно-
гом, объясняется тем, что спецификации либо генерируются другими
автоматическими инструментами, либо описываются программистами

1Альтернативное определение: спецификаций, имеющих вхождения синтезируемой функции толь-
ко с одним и тем же фиксированным набором аргументов. Например, спецификация, имеющая два
вхождения функции с разными аргументами: f(x) > f(x− 1).
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вручную. Во многих случаях может даже оказаться, что невозможно
сформулировать дополнительные уточняющие ограничения на целевую
функцию. В то же время спецификации с множественными вызовами,
где функция может входить в неё с различными наборами аргументов,
значительно более выразительны, чем с одиночными, однако и пробле-
ма синтеза функций по ним значительно сложнее. Частным случаем
таких спецификаций является спецификация с одиночным вызовом.
Возможность синтеза программ по спецификациям с множественны-
ми вызовами расширит область применимости синтеза и упростит про-
цесс описания ограничений. Таким образом, адаптация функциональ-
ного синтеза к спецификациям с множественными вызовами является
открытой и актуальной проблемой.

Рассматривая только спецификации в линейной арифметике, иско-
мую функцию удобно представлять в виде набора пар: линейного выра-
жения, представляющего собой выходное значение функции при задан-
ных входных параметрах, и условия, являющегося предикатом относи-
тельно входных параметров, при котором справедливо это выражение.
Каждая такая пара представляет собой ветку функции. Таким образом,
для решения этой проблемы предполагается искать ветки, используя
модели спецификации и сведение к задаче поиска неизвестных преди-
катов, называемой мультиабдукцией [1]. При этом для каждой модели
проверять существование функции для заданных ограничений, т.е. ре-
ализуемость спецификации, с помощью решателя для теории неинтер-
претированных функций. Кроме того, для упрощения исходной специ-
фикации и эффективного поиска веток предполагается использование
модельных проекций [6, 25].
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1. Постановка задачи
Целью данной работы является создание алгоритма синтеза про-

грамм по логическим спецификациям с множественными вызовами.
Для достижения поставленной цели были сформулированы следующие
задачи.

• Провести анализ предметной области и существующих подходов к
синтезу программ: функциональный синтез, синтаксически-управляемый
синтез.

• Разработать алгоритм для синтеза по спецификациям с одиноч-
ным вызовом.

• Разработать алгоритм для синтеза по спецификациям с множе-
ственными вызовами.

• Реализовать оба алгоритма в рамках одного программного ин-
струмента.

• Провести экспериментальное исследование разработанного реше-
ния.
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2. Обзор

2.1. Синтез программ
Синтез программ можно рассматривать в трех ключевых плоско-

стях: виды ограничений, которые выражают пользовательские намере-
ния, пространство поиска программ и процедура поиска в этом про-
странстве.

Пользовательские намерения могут быть выражены в различных
формах, включая логические спецификации, примеры исполнения про-
граммы, трассы, естественный язык, частичные программы или даже
связанные программы для их супероптимизации.

Пространство поиска программ обычно ограничено синтаксически,
например, подмножеством некоторого языка программирования. Огра-
ничения также могут быть выражены в виде наброска программы, фор-
мальной грамматики или предметно-ориентированного языка. Проце-
дура поиска желаемой программы может быть основана на перечис-
лительном поиске, индуктивном, дедуктивном синтезе, статистических
методах или их комбинации. Инструмент, осуществляющий поиск реа-
лизации желаемой программы, называют синтезатором.

Синтез программ имеет множество применений: автоматическое ис-
правление ошибок в исходном коде, обработка данных (FlashFill — тех-
нология автозаполнения данных в Excel [20]), автодополнение кода,
супероптимизация, т. е. поиска эквивалентной в семантическом смыс-
ле программы, содержащей оптимальную последовательность инструк-
ций, автоматического поиска размещения минимального количества син-
хронизаций в параллельной программе и другое.

Область приложения во многом зависит от того, как сформулиро-
ваны ограничения и какое пространство программ-кандидатов.

2.2. Основные определения
Сигнатура многосортной теории первого порядка состоит из трех

непересекающихся множеств S,F ,P, соответственно, множеств сортов,
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функциональных и предикатных символов. В отличие от обычной тео-
рии первого порядка аргументы функциональных и предикатных сим-
волов, а также сами функции имеют сорт. Тогда формулы и термы
теории определяются рекурсивно следующим образом:

trm ::= f(trm, . . . , trm) | ite(fla, trm, trm) | const | var
fla ::= > | ⊥ | p(trm, . . . , trm) | Bvar | ¬fla | fla ∧ fla | fla ∨ fla

Здесь f ∈ F , терм ite соответствуют если-тогда-иначе оператору, терм
const является функциональным символом v ∈ F арности 0, var (Bvar)
является переменной сорта S (соответственно, Bool), константы > и ⊥
имеют сорт Bool, и p ∈ P.

В частности, для линейной целочисленной арифметики (LIA), S def
=

{Z,Bool}, F def
= {+, ·} (и применения · одновременное к двум и более

переменным запрещено), и P def
= {>,<,≥,≤,=}.

Тогда структура M состоит из непустого и попарно непересекаю-
щихся доменов (множеств) Ms для каждого сорта s ∈ S и интерпрети-
рует функциональные f ∈ F и предикатные p ∈ F символы отображе-
ниями Mf и Mp соответственно их арности и сортам.

Оценкой v называется тотальное отображение переменных в соот-
ветствующие носители (домены). Истинностное значение формулы φ в
интерпретацииM при некоторой оценке v определяется как обычно [44].
При этом оценка не влияет на истинность замкнутых формул.

Структура M называется моделью φ, если формула φ истинна в
этой структуре при любых оценках v, и обозначается как M |= φ.

Формула φ называется выполнимой, если у нее есть модель, т.е.
существует M такая, что M |= φ. Иначе формула φ невыполнима.

Формула φ общезначима (записывается как |= φ), если M |= φ для
всех структур M .

Формула A называется логическим следствием множества формул
Γ (обозначается как Γ |= A), если для всякой интерпретацииM и любой
оценки v выполняется: если для любой формулы G ∈ Γ верно M, v |= G,
то M, v |= A. Для обозначения подстановки формулы u вместо терма t
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в формуле φ пишется φ[u/t].

2.3. Постановка задачи синтеза
В последнее время пользовательские намерения выражаются в ви-

де логической формулы, так как это достаточно универсальный способ
представить ограничения на синтезируемую программу. Такую логи-
ческую формулу называют спецификацией. Спецификация связывает
входные и выходные параметры функции. Таким образом, рассматри-
вается синтез некоторой вычислимой функции автоматически от неко-
торой логической формулы, описывающей свойства функции.

Спецификация определяет проблему функционального синтеза и в
общем случае имеет следующий вид:

∃f.∀x̄.φ(f, x̄). (1)

Здесь φ является формулой некоторой теории первого порядка2, x̄ —
это вектор переменных, от которых зависит синтезируемая функция, а
f — функциональный символ. При этом мы требуем тотальность для
функции f , т.е. функция должна быть определена для любых наборов
входных параметров x̄.

Спецификация рассматривается как формула сигнатуры некоторой
формальной теории T, в которой все переменные универсально кван-
тифицированы. Так как в общем случае разные теории требуют раз-
личные методы синтеза, то рассматривается только теория линейной
целочисленной арифметики.

Задача функционального синтеза состоит в нахождении терма fimpl

теории T такого, что выражение φ[f/fimpl], полученное заменой в φ из
спецификации всех вхождений f на fimpl, станет выполнимой по моду-
лю теории T. При этом fimpl рассматривается как реализация функции
f . Множество всевозможных термов определяет пространство поиска
функции. Если такого терма fimpl не существует, то соответствующая
спецификация называется нереализуемой.

2Для краткости под φ будет обозначаться спецификация.
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Так как рассматривается теория линейной целочисленной арифме-
тики с сигнатурой, определенной выше, то fimpl будет состоять из воз-
можно вложенных друг в друга ite-операторов и линейных термов. Так-
же это удобно представлять в виде решающего дерева, в листьях ко-
торого — линейные термы, а во внутренних узлах — формулы. Кроме
того, функцию можно представлять в виде набора пар: линейного выра-
жения, представляющего собой выходное значение функции при задан-
ных входных параметрах, и условия, являющегося формулой относи-
тельно входных параметров, при котором справедливо это выражение.
Каждая такая пара представляет собой ветку функции.

Спецификации можно разбить на два класса: одиночного вызова
(single-invocation) и множественного вызова (multi-invocation) [23]. Свой-
ством одиночного вызова обладает любая формула вида Q[x, f(x)], по-
лученная заменой y на f(x) в формуле Q[x, y], не содержащей кванто-
ров и f . Иначе говоря, функция f входит всюду в формулу Q с одним
и тем же набором аргументов. В противном случае рассматриваемая
формула обладает свойством множественного вызова. Спецификации с
множественными вызовами содержат вхождения f с более чем одним
набором аргументов, поэтому они могут намного выразительнее специ-
фикаций с одиночным вызовом, поскольку спецификация с одиночным
вызовом может рассматриваться как частный случай спецификации с
множественными вызовами. Проблема синтеза по таким спецификаци-
ям неразрешима [42] и сводится, например, к проблеме синтеза индук-
тивных инвариантов [34].

Приведём в качестве примера общий вид спецификации с двумя вы-
зовами:
∃f∀x̄.∀ȳ.Φ[x̄, ȳ, f(x̄), f(ȳ)].

Более частный примером является спецификация: ∃f∀x.f(x + 1) >

f(x).

Функциональный синтез находит применения в синтезе функцио-
нальных программ [35, 8], синтезе функций внешних вызовов для сим-
вольного исполнения [4, 40]. В частности, существует Sketch-фреймворк [26],
который позволяет программисту писать не весь код программы, а
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оставлять в нём «дырки», которые в дальнейшем будут синтезирова-
ны фреймворком в соответствии с ограничениями. Кроме того, такой
синтез находит применения в реактивных системах [14, 41], например,
при синтезе выигрышных стратегий в играх, которые используются при
планировании движения роботов.

Так как эта задача синтеза достаточно популярна, существует со-
ревнование SyGuS-Comp среди синтезаторов программ [36].

2.4. Синтаксически-управляемый синтез
Синтаксически-управляемый синтез (Syntax-Guided Synthesis) – за-

дача синтеза, в которой формализуется проблема синтеза программ не
только логической спецификацией, но и дополняется предоставленным
пользователем синтаксическим шаблоном для ограничения простран-
ства возможных программ [39]. В такой задаче синтеза синтаксические
ограничения выражены в виде множества выражений E, заданных в
виде формальной грамматики

Тогда задача синтаксически-управляемого синтеза заключается в
поиске выражения fimpl ∈ E. Формальная грамматика ограничивает
синтаксически терм, рассматриваемый как fimpl, некоторой теории T .

Основное достоинство данного синтеза — возможность его приме-
нить к спецификациям с множественными вызовами, однако данный
подход плохо масштабируется.

2.5. Перечислительный синтез
Большинство решателей SyGuS работают в два этапа: этап обуче-

ния, на котором предлагается программа кандидата P , и этап верифи-
кации, на котором предложение P проверяется на соответствие специ-
фикации.

Этап верификации осуществляется с помощью оракула, так называ-
емый оракулом-управляемый индуктивный синтез (oracle-guided inductive
synthesis), частным случаем которого является синтез, управляемый
контрпримерами (counterexample-guided inductive synthesis) [2, 13, 22,
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24, 33]. При последней схеме синтезатора оракул возвращает не толь-
ко да или нет (удовлетворяет ли кандидат спецификации), но и ещё и
контрпример, т.е. вход для P , который не удовлетворяет спецификации
φ.

На этапе обучения применяются перечислительные методы. Клю-
чевая идея перечислительных методов является структуризация про-
странства поиска программ с использованием некоторых метрик, таких
как размер программы, сложность и т. д., а затем перебор программ в
пространстве кандидатов с его сокращением для эффективного поиска
программы, которая удовлетворяет спецификации.

2.5.1. Наивные подходы

Наивные перечислительные алгоритмы для синтаксически-управляемого
синтеза осуществляют простой перебор всевозможных выражений грам-
матики. Среди них можно выделить два подхода: сверху-вниз и снизу-
вверх.

В алгоритме сверху-вниз перебор выражений начинается со старто-
вого нетерминала грамматики. При этом поддерживается упорядочен-
ный список частичных кандидатов-программ. Для каждого кандидата
все вхождения нетерминалов заменяются на всевозможные результаты
применения продукций грамматики.

В алгоритме снизу-вверх перебор программ начинается с листьев,
т.е. терминальных символов. При этом пропускаются выражения, ко-
торые эквивалентны в семантическом смысле уже рассмотренным про-
граммам.

Очевидно, что такие алгоритмы не являются эффективными, так
как требуют перебор экспоненциального числа всевозможных выраже-
ний грамматик, что особенно актуально для синтезируемых программ
большего размера.
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2.5.2. Cинтез программ методом Разделяй и Властвуй

Другой подход — масштабируемый перечислительный синтез про-
грамм методом Разделяй и Властвуй [3], реализованный в EuSolver —
победителе SyGuS-Comp 2016 [37]. Он применим для спецификаций,
содержащих ровно одну неизвестную синтезируемую функцию, кото-
рая является поточечно-заданной (связывает вход с выходом, но не
наоборот), т.е. в синтаксическом смысле означает, что все вхождения
синтезируемой функции имееют одни и те же аргументы. Ключевая
идея подхода состоит в том, чтобы исходную формальную грамматику
разделить на две: грамматику для предикатов и грамматику для тер-
мов, поскольку условные выражения состоят непосредственно из самого
условия — предиката и возвращаемого значения — терма. При таком
разделении синтезируемой программе можно поставить в соответствие
дерево решений, во внутренних узлах которого — предикаты, а в ли-
стьях — термы.

Дерево строится из сгенерерированных термов и предикатов на ос-
нове критерия информативности — энтропии. Отсюда следует недо-
статок этого метода — перебор термов и предикатов осуществляется
независимо, при этом никак не задействована их семантика.

2.6. Synth-Lib формат
SyGuS-задача описывается во входном формате Synth-Lib, основан-

ном на языке SMT-Lib для SMT-решателей [29]. Этот формат подходит
и для описания задач без синтаксических ограничений.

Ниже приведён пример спецификации программы для поиска мак-
симума из двух чисел в теории линейной арифметики:

∃max2∀x∀y.max2(x, y) ≥ x ∧max2(x, y) ≥ y

∧ (max2(x, y) = x ∨max2(x, y) = y). (2)

Задача синтеза функции максимума двух чисел в формате Synth-Lib
будет иметь вид:

14



(set-logic LIA)
(synth-fun max2 ((x Int) (y Int)) Int)
(declare-var x Int)
(declare-var y Int)
(constraint (>= (max2 x y) x))
(constraint (>= (max2 x y) y))
(constraint (or (= x (max2 x y)) (= y (max2 x y))))
(check-synth)

В первой строке (set-logic LIA) устанавливается теория целочис-
ленной линейной арифметики, которой принадлежит рассматриваемая
спецификация. Во второй строке (synth-fun max2 ...) описывается
синтезируемая функция — имя, типы параметров, возвращаемый тип,
опционально ( в зависимости от версии формата, в более ранних — обя-
зательно) синтаксические ограничения.

Семантические ограничения задаются в строках вида (constraint ...).
Строки вида (declare-var ...) определяют универсально квантиви-
цированные переменные и их типы.

Строка (check-synth) непосредственно инициирует синтез. В ре-
зультате будут сгенерированы только те функции, которые определены
до этой команды. Аналогично и для ограничений.

Дополнительно с помощью команды define-fun можно опреде-
лять макросы.

В зависимости от версии Synth-Lib формата меняются наборы ко-
манды и предъявляемые требования к ним. Например, из второй версии
языка удалена команда declare-fun для неинтерпретируемых функ-
ций [28].

Решением такой спецификации может быть функции в языке линей-
ный термов с оператором если-тогда-иначе: max2(x, y) = ite(x < y, y, x).

2.7. Функциональный синтез
В отличие от синтаксически-управляемого синтеза синтаксические

ограничения игноририруются, поэтому тело синтезируемой функции f
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представляется синтаксически в виде терма.

2.7.1. Синтез, основанный на опровержении

Одна из последних идей разрешения проблемы синтеза — это под-
ход, основанный на опровержении [9, 30]. Данный подход реализован
в CVC4, который является победителем SyGuS-Comp 2017, а также
SyGuS-Comp 2018 (в четырёх треках из пяти) [38].

Рассматриваемый подход получает решение из доказательства невы-
полнимости отрицания исходной спецификации. В статье [30] рассмат-
риваются задачи синтеза по спецификациям с одиночным вызовом. То-
гда для спецификации вида ∃f∀x̄Q[x̄, f(x̄)] существует логически экви-
валентная ей формула: ∀x̄∃yQ[x̄, y].

Данный подход предполагает установление невыполнимости отри-
цания предыдущей формулы:

∃x̄∀y¬Q[x̄, y]. (3)

По этой формуле можно построить сколемовскую версию (по аксио-
ме выбора) ∀y¬Q[k̄, y], где k̄ — вектор сколемовских констант (новых
нульместных функциональных символов из счетного множества Scol,
Scol ∩ F = ∅).

При такой постановке задачи существует решение для f(x̄) следую-
щего вида:

ite(Q[x̄, tp], tp, (...ite(Q[x̄, t2], t2, t1)...)). (4)

При этом t1[x̄], ..., tp[x̄] — это термы для множества формул
Γ = {¬Q[x̄, t1[x̄]], ...,¬Q[x̄, tp[x̄]]}, которые, в свою очередь, невыполнимы
относительно теории T .

Однако выбор такого терма t[x̄], в частности, когда он зависит от
x̄, является эвристическим. Успех процедуры синтеза на практике во
многом зависит от этой эвристики.

Таким образом, можно найти реализацию синтезируемой функции
f(x) путем опровержения формулы (3) (инстанцирование квантора, управ-
ляемого контр-примерами).
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Рассмотренной метод может применяться и для SyGuS-задачи. То-
гда утверждения и ограничения такой задачи, в том числе и синтак-
сические, можно закодировать в некоторую теорию Tev — расширение
исходной теории T . Основная идея состоит в том, чтобы представить
исходную грамматику как набор (алгебраических) типов данных, ин-
терпретация которых в терминах исходной теории T передается реша-
телю.

2.7.2. Синтез методом ленивой элиминации квантора

Этот подход применим к синтезу нерекурсивных функций по специ-
фикациям с одиночными вызовами. В основе такого подхода лежит ле-
нивая элиминация квантора с использованием модельных проекций [16].
В то время как при наивном подходе требуется затратное преобразова-
ние спецификации к дизъюнктивно нормальной форме и затем приме-
нение квантовой элиминации (получение эквивалентной бескванторной
формулы [31]) к каждому дизъюнкту [8, 35].

Такой подход позволяет быстрее находить решения для задач функ-
ционального синтеза. В частности, он намного эффективнее синтаксически-
управляемого синтеза для больших и выразительных спецификациий,
однако он применим только для спецификаций с одиночным вызовом.

При таком подходе в процессе элиминации квантора существова-
ния строится дерево решений, которое представляет собой реализа-
цию искомой (сколемовской) функции. При этом сама исходная задача
синтеза разбивается на подзадачи с помощью функциональной деком-
позиции, где каждая подзадача представляется в терминах предусло-
вий (precondition) и сколемовских ограничений. Затем по сколемовским
ограничениям находится сколемовский линейный терм в рамках тео-
рии линейной арифметики, представляющий вместе с соответствующим
предусловием некоторую ветку функции.

Как и в синтезе, основанном на опровержении, исходную специфи-
кацию вида ∃f∀x̄Q[x̄, f(x̄)] можно представить: ∀x̄∃ȳ.Q[x̄, ȳ]. В данном
методе в спецификации одновременно может присутствовать больше
одной синтезируемой функции с одиночным вызовом, поэтому в общем
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виде ȳ — вектор выходных значений одной общей функций.

Определение 2.1. Декомпозицией выполнимой формулы ∃ȳ.ψ(x̄, ȳ)
является пара (pre;ϕ), где pre (называемые предусловиями) — это век-
тор формул длины M , ϕ (называемые сколемовскими ограничениями)
— это матрица размерности M × |ȳ| такая, что выполняются утвержде-
ния, представленные ниже.

|=
M∨
i=1

pre[i](x̄) (5)

pre[i](x̄) ∧
|y|∧
j=1

ϕ[i, j](x̄, ȳ) |= ψ(x̄, ȳ) (6)

pre[i](x̄) |= ∃ȳ
|y|∧
j=1

ϕ[i, j](x̄, ȳ) (7)

Лемма 2.1. Для любой формулы вида ∃ȳ.ψ(x̄, ȳ) существует функци-
ональная декомпозиция.

Для любой формулы можно в качестве предусловий взять true, а в
качестве ограничений — саму формулу.

Теорема 2.2. Пусть (pre;ϕ) — декомпозиция формулы ∃ȳ.ψ(x̄, ȳ) и sk
— матрица сколемовских термов. Тогда Skj - сколемовский терм для
ȳ[j]:

Skj = ite(pre[1], sk[1; j], ....ite(pre[M−1], sk[M−1; j], sk[M ; j])) (8)

Сколемовские линейные термы Sk можно получить из сколемовских
ограничений ϕ с помощью процедуры, описанной в статье [16].

Для получения предусловий и соответствующих ограничений про-
цедура синтеза используют последовательность модельных проекций
(MBP — Model-Based Projections) [6, 25].

Определение 2.2. MBPȳ — отображение c конечным числом образов
из моделей формулы ψ(x̄, ȳ) в бескванторную формулу над свободными
переменными ȳ. При этом должны выполняться условия:
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Листинг 1: Основной алгоритм синтеза спецификаций с оди-
ночными вызовами AEVAL(∃y.ψ(x̄, ȳ))
Вход: ∃y.ψ(x̄, ȳ)
Выход: Реализуемость, предусловия pre, cколемовские

ограничения ϕ
1 M ← 1.
2 пока true
3 если 6|= ∧M

i=1 ¬pre[i](x̄) вернуть (РЕАЛИЗУЕМА, pre, ϕ) ;
4 tmp← ϕ(x̄, ȳ) ∧

∧M
i=1 ¬pre[i](x̄).

5 если ∃mm |= tmp

6 (pre[M ];ϕ[M ; 1]; ...ϕ[M ; |ȳ|])← GetMBP (ȳ;m;ψ).
7 M ←M + 1.
8 иначе
9 вернуть (НЕРЕАЛИЗУЕМА, 0, 0)

1) если m |= ψ(x̄, ȳ), то m |=MBPȳ(m,ψ);
2) MBPȳ(m,ψ) |= ∃x̄.ψ(x̄, ȳ) и ∃x̄.ψ(x̄, ȳ) ≡ ∨iMBPȳ(mi, ψ).

Другими словами, модельные проекции покрывают все множество
моделей ψ(x̄, ȳ) конечным множеством бескванторных формул над ȳ.
Модельные проекции существуют для теорий, допускающих квантор-
ную элиминацию, в том числе для теории линейной арифметики.

Основной алгоритм представлен в листинге 1. Главный цикл про-
граммы продолжается до тех пор, пока не будет выполнено первое
свойство функциональной декомпозиции, иначе говоря, пока не будут
найдены все предусловия. На строке 4 получаем некоторый контрпри-
мер, т.е. модель, которая покрывается не всеми модельными проекция-
ми или предусловиями. По данному контр-примеру уточняется дерево
решений (строки 6-7) с помощью модельной проекции, полученной про-
цедурой GetMBP .

Очевидно, что от числа итераций M зависит напрямую глубина
решающего дерево, которому соответствует сколемовская функция. В
статье [16] описана процедура, уменьшающая высоту решающего дере-
ва в случае, когда генерируемая функция имеет больше одного выхода
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ȳ. Основная идея такой процедуры — объединение предусловий для ве-
ток, имеющих общий выход.

Данный метод синтеза является эффективным и масштабируемым
по сравнению с рассмотренными ранее подходами благодаря модель-
ным проекциям.

2.8. Z3-решатель
Методы функционального синтеза активно используют решатели

для задачи выполнимости формул в теориях (satisfiability-modulo theory,
SMT) [11, 32]. Такая задача является задачей разрешимости логической
формулы некоторой формальной теории. В случае выполнимости ло-
гической формулы решатели находят модель, при которой истина эта
формула.

Одним из эффективных решателей таких задач является Z3 [43],
написанный на C++. Он поддерживает такие теории, как арифметику,
теорию массивов, битовых векторов, неинтерпретированных функций
и другие.

Кроме того, он позволяют элиминировать кванторы для теории ли-
нейной арифметики. Z3 имеет внешний программный интерфейс (api)
для разных языком программирования, а также имеет возможность
чтения SMT-задач из файла формата .smt (SMT-Lib 2 [5]), для этого в
нём реализованы лексический и синтаксический анализаторы.

Логические выражения представляются в Z3 как абстрактное син-
таксическое дерево. Кроме того, предоставляется набор инструментов
для их преобразования (например, реализация подстановки одного под-
выражение на другое, приведение к каноническому виду и т.д.). Общая
архитектура системы Z3 представлена на рисунке 1. Само ядро Z3 со-
держит SMT-решатели для разных теорий, SAT-решатель. При этом
каждый решатель имеет свой контекст. Присутствуют важные инстру-
менты для устранения кванторов, модельных проекций, в частности,
которые необходимы для алгоритма синтеза.
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Рис. 1: Общая архитектура системы Z3
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3. Синтез по спецификациям с одиночным
вызовом

Частным случаем синтеза по спецификациям с множественными вы-
зовами является синтез по спецификациям с одиночным вызовом.

Поиск реализации функции f(x̄) можно свести к поиску множества
веток, т.е. пар 〈π, β〉: выходного линейного терма β и предусловия π, при
котором выходное значение функции можно представить этим термом.
При этом в силу тотальности f(x̄) дизъюнкция всех предусловий

∨i πi

должна быть общезначимой.

3.1. Поиск ветвей синтезируемой функции
Одной из главных задач рассмотренных методов является поиск

термов синтезируемых веток программы.
Линейный терм каждой ветки синтезируемой программы можно

представлять в виде шаблона ветки, т.е. линейной комбинации над x̄

вида:
c̄[1] ∗ x̄[1] + c̄[2] ∗ x̄[2] + . . .+ c̄[n] ∗ x̄[n] + k. (9)

где c̄ — вектор новых констант для коэффициентов, k — новая констан-
та. Для поиска конкретных значений коэффициентов c̄ и k можно ис-
пользовать модель Mx формулы φ путем подстановки конкретных зна-
чений вместо универсально квантифицированных переменных x̄ в (9),
тем самым получая следующий терм отдельной ветки βi для f :

c̄[1] ∗M(x̄[1]) + c̄[2] ∗M(x̄[2]) + . . .+ c̄[n] ∗M(x̄[n]) + k. (10)

После чего, подставив эту ветку вместо одиночного вызова f , т.е. вме-
сто всех вхождения f(x̄), можно получить модель для коэффициентов
Mcoeff и, соответственно, их конкретные значения.

Интуитивно понятно, что обе модели Mx и Mcoeff представляют
некоторое единичное поведение возможной реализации синтезируемой
функции f , в которой коэффициенты из Mcoeff гарантированно вычис-
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ляют правильное выходное значение только для конкретных входных
параметров, предоставленных Mx.

Гипотетически возможно было продолжать перечислять всевозмож-
ные входные значения с помощью различных моделей Mx и строить
ветви для них. Предусловия таких ветвей будут просто содержать ра-
венства между входными параметрами функции и соответствующими
значениями.

Таким образом, основные цели при поиске ветвей: коэффициенты
и константа должны обеспечивать как можно более общее поведение,
и, соответственно, более общие предусловия. Последнее актуально для
для синтеза по спецификациям с множественными вызовами.

Однако ключевой задачей остается поиск предусловий. После по-
лучения конкретного терма ветки βi можно попытаться найти пред-
условие, т.е. такую формулу πi, для которой верно, что πi(x̄) =⇒
φ[βi(x̄)/f(x̄)], где βi – ветка вида (9) с конкретными коэффициента-
ми. В этом тривиальном случае, когда посылка импликации содержит
только неизвестный предикат и ничем не усилена, πi = φ[βi(x̄)/f(x̄)].

3.2. Использование модельных проекций
Для спецификаций с одиночными вызовом ∀x̄∃f.φ[f(x̄), x̄] можно за-

менить вызов, т.е. вхождение f(x̄), на новую переменную y, тем самым
перейти к формуле теории первого порядка вида ∀x̄∃y.φ[y, x̄].

Для поиска предусловий целесообразно использовать, как и в методе
ленивой элиминации квантора 2.7.2, модельные проекции по перемен-
ной y для формулы φ и её моделей, однако не во всех случаях модельная
проекция может представлять собой предусловие для линейного терма
ветки.

Для спецификации задачи поиска максимума из двух чисел (2) для
любой модели модельная проекция даёт правильные соответствующие
предусловия. Например, сначала заменимmax2(x, y) на новую перемен-
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ную yout, получив следующее выражение:

∃yout∀x∀y.yout ≥ x ∧ yout ≥ y ∧ yout = x ∨ yout = y). (11)

Сделав запрос к SMT-решателю для φ, получим модель: M = {x 7→
0; y 7→ 1; yout 7→ 1}. Затем собираем литералы, которые истины при
модели M , в множество: {yout ≥ x; yout ≥ y; yout = y}. Выполнив эли-
минацию квантора для этого множества по переменной yout, получим
предусловие для одной ветки: x < y. Аналогичным образом при другой
модели можно получить предусловие для второй ветки.

Однако модельная проекция не для всех спецификаций выдает кор-
ректные предусловия. Например, ∀x, y.∃f.f(x, y) ≥ x ∧ f(x, y) ≥ y. для
любой модели модельная проекция будет true, хотя реализация функ-
ции будет f(x, y) = ite(x ≥ y, x, y) с двумя ветками 〈x ≥ y, x〉 и 〈x < y, y〉.

Таким образом, модельные проекции можно эффективно применять
для упрощения исходной задачи синтеза, рассматривая не всё простран-
ство входных параметров синтезируемой функции (универсально кван-
тивицированных переменных), а только некоторую его часть, ограни-
ченную модельной проекцией, т.е. искать ветки не для φ, а для φ∧ψ, где
φ — бескванторная часть спецификации, а ψ — некоторая модельная
проекция. При этом справедливо, что конечная дизъюнкция всех мо-
дельных проекций φ будет эквивалентна ∃y.φ, что в силу тотальности
спецификации есть true.

3.3. Алгоритм
Псевдокод процедуры для синтеза программ по спецификациям с

одиночным вызовом представлен в листинге 2.
Процедура принимает на вход объявление функции f(x̄), реализа-

цию которой нужно синтезировать, и спецификацию φ над f . Алгоритм
итеративно строит множество ветвей с соответствующими предуслови-
ями, которые покрывают всевозможное значения входных параметров
функции f .

Алгоритм завершается, когда найдены все предусловия, покрыва-
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Листинг 2: Алгоритм синтеза по спецификациям с одиноч-
ным вызовом SISYNT(∃f.∀x̄.φ(f, x̄))
Вход: ∃f.∀x̄.φ(f, x̄)
Выход: res ∈ {(НЕ)РЕАЛИЗУЕМА}, терм реализации для f(x̄)

1 preconds← ∅;
2 branches← ∅;
3 пусть y новая переменная;
4 пусть τ̄ аргументы вызова функции f ;
5 φy ← φ[y/f(τ̄)];
6 пока |= ∧

π∈preconds
¬π(x̄)

7 Mmbp |= φy(y, x̄) ∧
∧

π∈preconds ¬π(x̄)
8 mbp← GetMBP (y;Mmbp;∃y.φy)
9 пока ∃Mx.Mx |=

∧
π∈preconds

¬π(x̄) ∧mbp

10 ω ← φ[Mx(x̄)/x̄];
11 если 6|= ω
12 вернуть 〈НЕРЕАЛИЗУЕМА,∅〉;
13 иначе
14 пусть c̄ и k новые переменные;
15 ω ← φ

[∑
i

(τ̄ [i] · c̄[i]) + k/f(τ̄)
]
;

16 если ∃Mcoeff .Mcoeff |= ω
17 β ←

∑
i

(
x̄[i] ·Mcoeff(c̄[i])

)
+Mcoeff(k);

18 π ← φ[β/f(τ̄)
]
∧mbp

19 preconds← preconds ∪ {π};
20 branches← branches[π 7→ β];
21 пусть ξ новая переменная;
22 для всех π ∈ preconds
23 ξ ← ite(π, branches(π), ξ)
24 вернуть 〈РЕАЛИЗУЕМА, ξ〉;

ющие все значения входных параметров функции на строке 6, или в
случае нереализуемости спецификации на строке 16.

В начале алгоритма множество предусловий и множество термов ве-
ток инициализируются пустыми множествами. На строке 5 все вхожде-
ния функции f вместе с её аргументами заменяются на новую перемен-
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ную y для того, чтобы по полученной формуле построить модельную
проекцию на строке 8 с помощью процедуры GETMBP.

Внутри основного цикла 6 на строке 7 получаем модель для модель-
ной проекции, которая ещё не покрыта уже найденными предусловиям.
На первой итерации цикла выбирается произвольная модель, поскольку
множество предусловий пусто. Этот цикл перебирает модельные про-
екции, число которых по определению конечно. Внутренний цикл на
строке 9 строит непосредственно ветки для спецификации, усиленной
модельной проекцией, как это описано ранее. Цикл продолжается, пока
найденные предусловия не покроют полученную модельную проекцию
mbp.

После получения модели для входных параметров синтезируемой
функции, все универсально квантифицированные переменные x̄ заме-
няются на конкретные значения на строке 5. После чего подставляется
шаблон терма ветки (9) вместо вызова функции f в исходной специфи-
кации на строке 15, тем самым получив формулу со свободными пе-
ременными, которые представляют собой неизвестные коэффициенты.
Для нахождения конкретных значений на строке 16 ищется модель для
коэффициентов Mcoeff .

На строках 25 и 18 вычисляются терм и предусловие новой ветки.
После нахождения всех веток строится терм для реализации функ-

ции f(x̄), начиная со строки 20.

3.4. Пример
В качестве примера рассматривается спецификация для функции

максимума из двух чисел (2). Тогда после замены вызова функцииmax2
справедлива формула (11). Для рассмотренной ранее модели первая
модельная проекция будет выглядеть так: x < y.

Так как множество предусловий пусто, то модель для входных па-
раметров функции будет Mx = {x 7→ 1; y 7→ 2}. Подставив их, получим
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следующее:

max2(1, 2) ≥ 1 ∧ max2(1, 2) ≥ 2 ∧ (max2(1, 2) = 1 ∨ max2(1, 2) = 2).

Затем подставим шаблон (9) вместо вызова max2 в исходную специ-
фикацию:

c̄[1] ∗ 2 + c̄[2] ∗ 2 + k ≥ 1 ∧ c̄[1] ∗ 1 + c̄[2] ∗ 2 + k ≥ 2

∧ (c̄[1] ∗ 1 + c̄[2] ∗ 2 + k = 1 ∨ c̄[1] ∗ 1 + c̄[2] ∗ 2 + k = 2).

Значения неизвестных коэффициентов можно найти с помощью моде-
ли полученной формулы: Mcoeff = {c̄[0] 7→ 0; c̄[1] 7→ 1; k 7→ 0}. Тогда
новая ветка будет определяться термом β1 ← y и соответствующим
предусловием π1 ← x < y.

Аналогично на новой итерации цикла 6, взяв модель M = {x 7→
1; y 7→ 0} для модельной проекции, можно получить вторую ветку 〈x ≥
y;x〉.
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4. Синтез по спецификациям с множествен-
ными вызовами

Спецификации с множественным вызовами выразительнее специ-
фикаций с одиночным вызовом.

При этом не для всех спецификаций терм синтезируемый функции
можно выразить через сигнатуру той же теории, в которой определена
спецификация. Например, для спецификации в линейной арифметики
∃f.∀x.f(x + 10) = f(x) ∧ (x > 0 ∧ x <= 10 → f(x) = x) реализации
функции f нельзя выразить в сигнатуре этой же теории.

В этой главе предполагается расширить ранее рассмотренную про-
цедуру из главы 3 для синтеза по спецификациям с множественными
вызовами. Предложенная процедура так же применима и для специ-
фикаций с одиночным вызовом, так как такие спецификации является
частным случаем спецификаций с множественными вызовами. Синтез
по таким спецификациям можно условно разбить на две части: доказа-
тельство нереализуемости спецификации и поиск ветвей.

4.1. Доказательство нереализуемости спецификации
В отличие от спецификаций с одиночным вызовом, где доказатель-

ство нереализуемости функции можно свести к формуле первого по-
рядка путем замены вызова на новую переменную, нереализуемость
спецификаций с множественными вызовами задача нетривиальная.

Для того, чтобы доказать нереализуемость синтезируемой функции
f , достаточно найти значения универсально квантивицированных пе-
ременных f в спецификации (1), при которых формула φ невыполнима
независимо от реализации f . Вызов f(x̄) после подстановки вместо x̄

некоторых конкретных значений v̄ называется конкретным вызовом.
Рассмотрим следующую спецификацию:

∃f . ∀x, y . f(x) > f(x− 1) ∧ f(y) > f(y + 1).

Здесь переменные x̄ = 〈x, y〉. После замены x̄ на конкретные значения
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v̄ = 〈1, 0〉, бескванторная часть спецификации f(1) > f(0)∧ f(0) > f(1),
становится невыполнимой независимо от интерпретации f .

Ключевая эвристика для ускорения поиска таких значений — это
сокращение числа конкретных вызовов. Таким образом, мы приравни-
ваем пары различных операндов f и извлекаем модели из сгенерирован-
ных равенств. Например, в вышеприведенной спецификации равенство
x = y + 1 создается путем приравнивания операндов f(x) и f(y + 1),
которые появляются в спецификации. ОтображениеM1 = {x 7→ 1, 7→ 0}
является моделью этого равенства. Точно так же дополнительно к при-
веденной спецификации можно рассматривать ограничение в виде од-
ного из равенств x = y, x − 1 = y + 1 или x − 1 = y, что приводит к
трем независимым проверкам выполнимости (соответственно: выпол-
нимо, выполнимо и невыполнимо), и наличие хотя бы одной невыпол-
нимой формулы гарантирует нереализуемость функции.

Если ни одно из рассмотренных равенств (или выполнимых конъ-
юнкций равенств) не помогло, то можно попытаться перечислить раз-
личные возможные значения x̄, подставить их в φ и проверить на невы-
полнимость.

Теорема 4.1. Для спецификации ∃f.∀x̄.φ(f, x̄) и выполнимой формулы
ψ, если φ ∧ ψ невыполнима, то тогда спецификации нереализуема.

Для синтеза по спецификациям с множественными вызовами эф-
фективный способ получить ψ и попытаться использовать его далее
в теореме 4.1 — это собрать операнды каждого вызова и приравнять
их. Таким образом, по сравнению с синтезом по спецификациям с оди-
ночным вызовом (который обычно считается более простой задачей),
можно использовать отличительное свойство, заключающееся в том,
что функция f вызывается несколько раз с различными аргументами.

Далее множество аргументов (операндов) f в каждом вхождении f
в φ будет обозначаться как ops(f, φ) (или для краткости ops(f), ко-
гда это будет ясно из контекста). Основная задача для доказатель-
ства нереализуемости — это создание всевозможных попарных равенств
для элементов ops(f). Например, предположим, что функция f ар-
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ности один и множество eqs(ops(f)) является {a = b | a, b ∈ ops(f)
и a 6= b}. Таким же образом в общем случае для f с арностью n,
eqs(ops(f)) def

= {a1 = b1 ∧ . . . ∧ an = bn | (a1, . . . , an), (b1, . . . , bn) ∈ ops(f)
and a 6= b}.

Процедура доказательства нереализуемости спецификации поддер-
живает множество формул (ограничения реализуемости) eqs(ops(f)) и
итеративно рассматривает все подмножества U ∈ 2eqs(ops(f)) (включая
пустое множество), такие что конъюнкция

∧
α∈U

α выполнима. Тогда по
теореме 4.1, если формула φ∧

∧
α∈U

невыполнима, то тогда спецификация
нереализуема.

Автоматическая процедура определения нереализуемости встроена
в основную процедуру синтеза программ по спецификациям с множе-
ственными вызовами.

4.2. Поиск ветвей синтезируемой функции с множе-
ственными вызовами

Поиск терма некоторой ветви осуществляется тем же образом, как
и в случае с одиночным вызовом, с помощью шаблона (9). Так как
функции f имеет несколько различных вызовов, то для поиска такой
ветви можно рассмотреть две разных стратегии.

Первая стратегия предполагает, что все вызовы в спецификации
следуют внутри одной и той же ветви, что позволяет использовать
один и тот же шаблон (9) для каждого вызова. Таким образом, такая
стратегия вводит меньше коэффициентов, тем самым уменьшая размер
создаваемой спецификации, а также пространство поиска для коэффи-
циентов. Несмотря на недостаток полноты, эта стратегия эффективна
на практике. Алгоритм гарантирует корректность, явно проверяя, есть
ли необходимость создания для какого-либо конкретного входа новой
ветви, и выполняет (следующую) итерацию.

Вторая стратегия предусматривает более широкую область поиска и
генерирует несколько веток одновременно. Основные идеи в обеих стра-
тегиях схожи, однако для некоторых спецификаций только конкретная
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стратегия может обнаружить реализацию.
Задачу нахождения наиболее общих предусловий при разных вы-

зовах можно рассматривать как проблему мультиабдукции. В случае
первой стратегии, когда рассматривается только одна ветка 〈πi, βi〉, ре-
шается проблема нелинейной мультиабдукции, которую можно форма-
лизовать так: ∧

τ̄∈ops(f,φ)
πi(τ̄) =⇒ φ[βi(τ̄)/f(τ̄)...]τ̄∈ops(f,φ). (12)

При такой постановке проблемы πi рассматривается как неизвест-
ный предикат. Он должен быть нетривиальным, другими словами, от-
личным от false. При этом πi должен быть по возможности наиболее
общим, т.е. для любого другого возможного предиката π̂i, для которого
справедливо выражение (12), должно выполняться π̂i =⇒ πi.

4.3. Абдукция
Для поиска предусловий предполагается использовать нелинейную

мультиабдукцию. Мультиабдукция является обобщение простой (стан-
дартной) абдукции [12]. Пусть дана пара формул (χ,C) и неизвестный
предикат R(x), тогда стандартная абдукция находит такую интерпре-
тацию ϕ для R, что ϕ ∧ χ 6|= ⊥ и ϕ ∧ χ |= C. Иначе говоря, стандартная
абдукция ищет некоторую объясняющую гипотезу ϕ, которая вместе с
известными фактами χ влечет заключение C, т.е. R(x) ∧ χ =⇒ C.

Например, нам известно, что x ≥ −2, и мы хотим доказать x+y > 10.
Тогда искомой гипотезой ϕ будет y > 12.

Простой процедурой поиска объясняющей гипотезы ϕ для теорий
первого порядка, допускающих устранение квантора, будет процедура
устранения квантора из формулы ∀ȳχ =⇒ C, где ȳ – все свободные
переменные в χ =⇒ C, кроме x.

Задача вывода неизвестных предикатов для более общего случая,
когда неизвестных предикатов больше одного или вхождений одного
и того же предиката больше одного, является задачей мультиабдук-
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ции [1]. В общем виде такую задачу можно представить следующим
образом:

(
∧
i=1

∧
j=1

Ri(xij) ∧ χ)→ C. (13)

При этом требуется отыскать интерпретации для неизвестных преди-
катов Ri.

Случай, когда существует несколько вхождений одного и того же
предиката с различными аргументами x1, ..xn, называется нелинейной
мультиабдукцией, в противном случае — линейной. Для решений подоб-
ных задач в статье [1] предложена эвристическая процедура. В частно-
сти, для решения задач линейной мультиабдукции используется декар-
товая декомпозиция. Для нелинейной мультиабдукции — изоморфная
декомпозиция.

4.4. Алгоритм синтеза, использующий одну ветку
Псевдокод процедуры для синтеза программ по спецификациям с

одиночным вызовом представлен в листинге 3. Представленная проце-
дура является расширением ранее рассмотренного алгоритма синтеза,
псевдокод которого приведен в листинге 2, на случай спецификаций с
множественными вызовами.

Входные и выходные параметры процедуры совпадают с процедурой
для синтеза по спецификациям с одиночным вызовом.

Одно из незначительных отличий заключается в построении мо-
дельных проекций для ограничения спецификации. На строке 3 ини-
циализируется множество всех найденных проекций. Для построения
проекций в исходной спецификации все различные вызовы функции за-
меняются на соответствующие переменные ȳ в цикле 6. Соответственно,
модельная проекция строится по модели, полученной из отрицания уже
найденных проекций, и переменным ȳ.

Другое отличие заключается в нахождении модели Mx для кван-
тифицированных переменных x на строке 13. Дизъюнкция в условии
цикла для нахождения модели Mx отличается от условия завершения
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Листинг 3: Алгоритм синтеза по спецификациям с
множественными вызовами, использующий одну ветку
ONEBRANCHMISYNT(∃f.∀x̄.φ(f, x̄))
Вход: ∃f.∀x̄.φ(f, x̄)
Выход: res ∈ {(НЕ)РЕАЛИЗУЕМА}, терм реализации для f(x̄)

1 preconds← ∅;
2 branches← ∅;
3 mbps← ∅;
4 i← 0;
5 пусть ȳ новые переменные;
6 для всех τ̄ ∈ ops(f, ω)
7 φy ← φ[ȳ[i]/f(τ̄)];
8 i← i+ 1;
9 пока |= ∧

π∈preconds
¬π(x̄)

10 Mmbp |= φy(y, x̄) ∧
∧

µ∈mbps

¬µ(x̄) ;

11 mbp← GetMBP (ȳ;Mmbp;∃ȳ.φy);
12 mbps← mbps ∪ {mbp};
13 пока ∃Mx.Mx |=

∨
τ̄∈ops(f,φ)

( ∧
π∈preconds

¬π(τ̄)
)
∧mbp

14 ω ← φ[Mx(x̄)/x̄];
15 если 6|= ω
16 вернуть 〈НЕРЕАЛИЗУЕМА,∅〉;
17 иначе
18 пусть c̄ и k новые переменные;
19 для всех τ̄ ∈ ops(f, ω)
20 если ∃π ∈ preconds . π(τ̄) = >
21 ω ← ω[branches(π)(τ̄)/f(τ̄)];
22 иначе
23 ω ← ω

[∑
i

(τ̄ [i] · c̄[i]) + k/f(τ̄)
]
;

24 если ∃Mcoeff .Mcoeff |= ω
25 β ←

∑
i

(
x̄[i] ·Mcoeff(c̄[i])

)
+Mcoeff(k);

26 π ← Abduce(
∧

τ̄∈ops(f,φ)
π(τ̄)→

φ[β(τ̄)/f(τ̄)...]τ̄∈ops(f,φ) ∧mbp)
27 preconds← preconds ∪ {π};
28 branches← branches[π 7→ β] ;
29 иначе
30 вернуть SIMULBRANCHMISYNT(f, φ, x̄,Mx);
31 пусть ξ новая переменная;
32 для всех π ∈ preconds ξ ← ite(π, branches(π), ξ);
33 вернуть 〈РЕАЛИЗУЕМА, ξ〉;
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процедуры на строке 9 и является более слабой. Внутри цикла прове-
ряется реализуемость для конкретного вызова, полученного по модели
Mx.

В случае реализуемости все полученные конкретные вызовы при-
надлежат двум группам: 1) вызовам, которые удовлетворяют некото-
рым уже вычисленным предусловиям, и 2) вызовам, которые не удовле-
творяют никаким ранее полученным предусловиям. Для первой группы
алгоритм использует соответствующую ветвь (строка 21), в противном
случае переходит к новому шаблону ветки (строка 23). Таким образом,
для первой группы переиспользуются уже найденные до этого ветки.

После построения терма ветки на 25 строке ищется предусловие.
Существенным отличием от алгоритма, использующего одну ветку, яв-
ляется то, что предусловие ищется с помощью процедуры ABDUCE на 28
строке, которая решает проблему абдукции и возвращает реализацию
для неизвестного предиката π. Возможный псевдокод такой процедуры
представлен в статье [1]. Абдукция применяется к исходной специфи-
кации, усиленной модельной проекцией, с заменой вызовов функции на
терм синтезируемой ветки.

Если формула является невыполнимой в строке 24, то на этой итера-
ции должно быть определено более одной ветви одновременно. Соответ-
ственно, в таком случае требуется рассмотреть более общую стратегию
синтеза, использующую не одну ветку, а несколько на одной итерации.

В качестве примера рассмотрим следующую задачу синтеза:

∃f . ∀x, y . f(x) + f(y) ≥ x− y.

После замены вызовов на новые соответствующие переменные ŷ[0] и
ŷ[1] получается формула φy: ∃¯̂y . ∀x, y . ŷ[0] + ŷ[1] ≥ x− y, чья модельная
проекция дает true для любой модели φy.

На первой итерации внутреннего цикла предложенной процедуры
модель Mx = {x 7→ 1, y 7→ 0}, далее после замены переменных x̄ на
значения из модели: φ[Mx(x̄)/x̄] = f(1) + f(0) ≥ 1, ω = c̄[0] · 1 + c̄[1] · 1 +
2 · k ≥ 1, тогда модель для получения коэффициентов Mcoeff = {c̄[0] 7→
1, c̄[1] 7→ 0, k 7→ 0} позволяет найти терм ветки β1(x) = x.
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Получив терм ветки, предусловие для ветки β1(x) вычисляется как
предикат π1(x), для которого справедливо следующее:

π1(x) ∧ π1(y) =⇒ x+ y ≥ x− y.

Возможное решение проблемы мультиабдукции выглядит так: π1(x) =
x ≥ 0.

На второй итераций алгоритм находит модель M ′
x = {x 7→ 1, y 7→

−1}. Однако, так как предусловие π1(x) уже найдено, можно использо-
вать терм ветки β1 вместо вызова f(1) и ввести шаблон ветки только
для конкретного вызова f(−1), который специфицирован ниже.

ω = f(1) + f(−1) ≥ 2

1 + c̄[0] · (−1) + k ≥ 2

Тогда для модели коэффициентов M ′
coeff = {c̄[0] 7→ −1, k 7→ 0} суще-

ствует терм β2(x) = −x. Соответствующее предусловие π2(x) = x ≤ 0

находится по мультиабдукции:

π2(x) ∧ π2(y) =⇒ −x− y ≥ x− y.

Таким образом, возможное решение рассмотренной проблемы син-
теза выглядит так:

f(x) = ite(x ≥ 0, x,−x).

Реализация имеет две ветки β1(x) = x and β2(x) = −x с двумя пред-
условиями π1(x) = x ≥ 0 и π2(x) = ¬(x ≥ 0).

4.5. Алгоритм синтеза, использующий несколько ве-
ток одновременно

Листинг 4 содержит псевдокод алгоритма, позволяющего синтези-
ровать несколько ветвей одновременно. Он следует принципу поиска ве-
ток на основе модели, аналогичному идеи в алгоритме, использующем
одну ветку, и выполняет итерации до тех пор, пока не будут найдены
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Листинг 4: Алгоритм синтеза по спецификациям с множе-
ственными вызовами, использующий несколько веток одно-
временно SIMULBRANCHMISYNT(f, φ, x̄,Mx, preconds, branches)
Вход: ∃f . ∀x̄ . φ(f, x̄), модель Mx такая, что Mx |= φ,

предикаты preconds, отображение branches предикатов
в термы

Выход: res ∈ {(НЕ)РЕАЛИЗУЕМА}, терм реализации для f(x̄)
1 ω ← φ[Mx(x̄)/x̄];
2 если ω =⇒ ⊥ вернуть 〈НЕРЕАЛИЗУЕМА,∅〉;
3 usedπ ← ∅;
4 coeffs← ∅;
5 for τ̄ ∈ ops(f, ω) do
6 если ∃π ∈ preconds . π(τ̄) = >
7 usedπ ← usedπ ∪ {π};
8 ω ← ω[branches(π)(τ̄)/f(τ̄)];
9 иначе
10 пусть c̄ и k новые переменные;
11 coeffs← coeffs ∪ {〈c̄, k〉};
12 ω ← ω

[∑
i

(τ̄ [i] · c̄[i]) + k/f(τ̄)
]
;

13 end
14 если ∃Mcoeff .Mcoeff |= ω

15 newβ ←
{∑

i

(
x̄[i] ·Mcoeff(c̄[i])

)
+Mcoeff(k)

∣∣∣ 〈c̄, k〉 ∈ coeffs};
16 если ∃newπ . img(newπ) = newβ ∧ dom(newπ) ∩ preconds = ∅

и (15) выполняется для preconds ∪ dom(newπ) and
branches ∪ newπ

17 preconds← preconds ∪ dom(newπ);
18 branches← branches ∪ newπ;
19 иначе
20 вернуть SIMULBRANCHMISYNT(f, φ, x̄,Mx, preconds \

usedπ, branches);
21 пусть ξ новая переменная;
22 для всех π ∈ preconds
23 ξ ← ite(π, branches(π), ξ);
24 если ∃M3 .M3 |= ¬φ[ξ/f ]
25 вернуть SIMULBRANCHMI(f, φ, x̄,M3, preconds, branches);
26 иначе
27 вернуть 〈РЕАЛИЗУЕМА, ξ〉;
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все ветви. Алгоритм также способен доказать нереализуемость.
Алгоритм является рекурсивным, и он принимает модель Mx в ка-

честве входных данных. Первоначально Mx может быть сгенерирован
алгоритмом, использующем одну ветку, недетерминированным или да-
же предложенным пользователем способом. После генерации каждого
множества ветвей и предусловий алгоритм ищет новую модель, кото-
рая еще не покрывает всевозможных входных значений функции, и ис-
пользует ее для рекурсивного вызова (строка 25). Ветви и предусловия
распределяются между рекурсивными вызовами, что позволяет лениво
создавать их и повторно использовать при необходимости.

Основное отличие от алгоритма, использующем одну ветку, заклю-
чается в построении конкретизированной спецификации ω: для каждо-
го различного конкретного вызова, который не имеет своей собственной
ветви, алгоритм вводит отдельный шаблон (строка 12) и далее создает
ветку (строка 15).

Может случиться так, что некоторые из конкретных вызовов охва-
тываются предусловиями, приведенными в качестве входных данных.
Как и в алгоритме, использующем одну ветку, предусловия повторно
используются в алгоритме, использующем несколько веток (строка 8).
Однако это может привести к невыполнимым формулам. В таком слу-
чае алгоритм отбросит предусловие и рекурсивно (строка 19) вызовет
себя.

Формула ω может быть невыполнимой (строка 19), только если мно-
жество usedπ непусто (поскольку в каждой выполнимой формуле φ[Mx(x̄)/ vx]

вызовы f можно заменить новыми целочисленными переменными, зна-
чения которых определяют константы c в шаблонах термов ветвей).

Предусловия создаются аналогично тому, как они создаются в алго-
ритме, использующем одну ветку. Единственное отличие состоит в том,
что мы проверяем сразу несколько различных предусловий (строка 16)
одновременно. Для этого вводится Comb(S,D) — множество всех воз-
можных отображений из конечного множества S в конечное множество
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D (размещения). Например,

Comb({1, 2}, {1, 2, 3}) def
=

{
{1 7→ 1, 2 7→ 1}, {1 7→ 1, 2 7→ 2}, {1 7→ 1, 2 7→ 3},

{1 7→ 2, 2 7→ 1}, {1 7→ 2, 2 7→ 2}, {1 7→ 2, 2 7→ 3},

{1 7→ 3, 2 7→ 1}, {1 7→ 3, 2 7→ 2}, {1 7→ 3, 2 7→ 3}
}

В случае с K различными наборами аргументов, например, ops(f, φ) =
{τ̄1, . . . , τ̄K} и N предусловиями/ветками, например, для preconds =

{π1, . . . , πN} и βi = branches(πi) должны выполняться условия:

∀πi . πi(x̄) 6=⇒ ⊥ (14)

∀m ∈ Comb(ops(f, φ), {1, . . . N}) . (15)∧
1≤i≤K

πm(τ̄i)(τ̄i) =⇒ φ[βm(τ̄1)(τ̄1)/f(τ̄1)] . . . [βm(τ̄K)(τ̄K)/f(τ̄K)]

Условие (14) является ограничением нетривиальности предикатов. Си-
стема ограничений (15) состоит в общем случае из NK задач мультиаб-
дукций. Решение всех задач может быть слишком затратно для случаев
многих вызовов и многих ветвей. Однако на практике часто бывает до-
статочно решить одну более сильную проблему и проверить результат
по другим более слабым (простым) проблемам.

В псевдокоде через dom и img обозначаются прообраз и образ отоб-
ражения (например, newβ, который связывает введенные новые пред-
условия и ветви).

В качестве примера рассмотрим задачу синтеза реализации для f ,
которая удовлетворяет следующей спецификации:

∃f . ∀x̄ . f(x) = f(−x) ∧ f(x) ≥ x.

Для синтеза вызывается процедура OneBranchMISynt, псевдокод ко-
торой приведен в листинге 3. Очевидно, что после замены всех вызовов
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на новые переменные любая модельная проекция полученной формулы
будет true. На первой итерации алгоритм найдет модель {x 7→ 0}, по
которой можно получить ветку с предусловием π1(x) = x ≤ 0 и термом
β1(x) = 0. Поскольку справедливо следующее выражение:

x ≤ 0 ∧ −x ≤ 0 =⇒ 0 = 0 ∧ 0 ≥ x

на следующей итерации алгоритм найдет такую модель для входных
параметров функции {x 7→ 1}, при которой конкретизированная специ-
фикация ω = f(1) = f(−1) ∧ f(1) ≥ 1. Поскольку выходное значение
функции -1, ветка уже найдена, вводятся новые коэффициенты только
для вызова f(1):

c̄[0] · 1 + k = 0 ∧ c̄[0] · 1 + k ≥ 1.

Эта формула невыполнима и тогда вызывается процедура для синтеза,
использующая несколько веток одновременно.

Для двух конкретных вызовов f(1) и f(−1) и пустого множества
предусловий алгоритм вводит два новых набора переменных для коэф-
фициентов (c1, k1 и c2, k2), и тогда спецификация ω определяется как:

c1 · 1 + k1 = c2 · (−1) + k2 ∧ c1 · 1 + k1 ≥ 1.

Эта формула выполнима с такой моделью Mcoeff = {c1 7→ 1, c2 7→
−1, k1 7→ 0, k2 7→ 0}. Данная формула позволяет найти следующие вет-
ки: β1(x) = x, и β2(x) = −x. Для нахождения предусловий решается
система задач мультиабдукции:

π1(x) ∧ π2(−x) =⇒ x = −x ∧ x ≥ x

π2(x) ∧ π1(−x) =⇒ −x = x ∧ −x ≥ x

В конечном итоге получается следующее решение:

f(x) = ite(x ≥ 0, x,−x).
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5. Инструмент

5.1. Архитектура
Алгоритм для синтеза по спецификациям с множественными вы-

зовами, который обобщает алгоритм для синтеза по спецификациям с
одиночным вызовом, был реализован в виде инструмента для синтеза
(другими словами, синтезатора). Реализованный программный инстру-
мент позволяет по спецификации, которая представляет собой логиче-
скую формулу теории линейной целочисленной арифметики, в формате
Synth-Lib как с множественными, так и одиночными вызовами генери-
ровать реализацию функции в виде терма с если-тогда-иначе операто-
ром. В случае нереализуемости спецификации инструмент сообщает об
этом.

Инструмент был реализован в виде расширяющего модуля Z3-решателя
на языке C++. Исходный код всего модуля занимает в общей сложно-
сти 4175 строк.

На вход синтезатору подается файл формата .sl, содержащий за-
дачу синтеза в формате Synth-Lib. На выходе определение функции в
соответствующем формате. Пример вывода для функции максимума
из двух чисел:

(define-fun max2 ((x Int) (y Int)) Int (ite (>= x y) x y)))

Поддержка других команд Synth-Lib языка была реализована в Z3
на основе формата SMT-Lib 2 [5]. Большинство остальных команд Synth-
Lib (например, define-fun, let и т.д.) поддерживается самим языком
SMT-Lib 2, который в Z3 реализован изначально. Таким образом, с
помощью решателя Z3 осуществляется разбор входного файла в набор
ограничений, требующихся для синтеза.

Синтезатор реализует процедуру, описанную в листинге 3, что поз-
воляет синтезировать программы по спецификациям как с одним вы-
зовом, так и с множественными вызовами. Синтезатор использует воз-
можности Z3 для решения SMT-задач, в частности, получения моделей,
модельных проекций (процедура GETMBP), а также для устранения
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Рис. 2: Реализованный инструмент в инфраструктуре Z3

квантора, обращаясь напрямую к соответствующим модулям. На ри-
сунке 2 представлена общая архитектура Z3 вместе с реализованным
инструментом.

5.2. Реализацию расширяющего модуля для Z3-решателя
На рисунке 3 представлена диаграмма компонентов модуля синтеза

для Z3-решателя. Компоненты OneBranchMISynt и SimulBranchMISynt
реализуют псевдокод листинга 3 и псевдокод листинга 4. Оба компонен-
та зависят от процедуры ABDUCE, которая реализует мультиабдукцию,
описание которой представлено в разделе 4.3.

5.3. Реализация эвристик
Успешность синтеза во многом зависит от найденных коэффициен-

тов для терма ветки в шаблоне (9). Для эффективного поиска коэффи-
циентов реализован ряд эвристик:
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Рис. 3: Диаграмма компонентов

Чёрный список моделей. Один и тот же терм ветви может быть
синтезирован много раз по алгоритму, но если он не дает достаточ-
но общего предусловия, то не имеет смысла рассматривать его снова.
Таким образом, уже рассмотренные модели для коэффициентов Mcoeff

добавляются в черный список и больше не генерируются.

Честность перебора коэффициентов. Данная эвристика позво-
ляет не зацикливаться на переборе одного и того же коэффициента,
поскольку SMT-решатель, возвращающий модель коэффициентов, не
дает никаких гарантий на перебор значений. Это реализовано с по-
мощью набора экземпляров (в количестве коэффициентов) решателей,
ответственного за перебор значений своего коэффициента. При этом на
каждой итерации запрос осуществляется к одному из решателей по оче-
реди, т.е. на следующей итерации запрос будет к следующему в наборе
решателю. Это позволяет равномерно перебирать значения коэффици-
ентов.

Предпочтение простых моделей. Из-за недетерминированности
в SMT решателях значения коэффициентов и констант термов ветки
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могут быть большими и нелогичными. Иногда фактические значения,
необходимые в реализации, могут быть получены из спецификации.
Кроме того, сначала стоит рассмотреть коэффициенты и константы из
тривиального набора значений: {−1, 0, 1}.

Однако если оказывается, что эти константы бесполезны, алгоритм
ослабляет это ограничение и переходит к генерации произвольных мо-
делей.

Коэффициенты для ветки из литералов. На практике часто най-
ти удачные ветки можно с помощью коэффициентов, полученных из
литералов. Например, для литерала с равенством max2(x, y) = x мож-
но получить следующее ограничение на коэффициенты: C0 = 0 ∧ C1 =

1 ∧ C2 = 0.

Для решения системы задач мультиабдукции (15) предполагается ре-
шить сначала одну из простых задач (с меньшим количеством вхожде-
ний неизвестных предикатов), а затем полученное решение, т.е. най-
денные предикаты, проверить на остальных задачах. Проверку можно
осуществить, подставив найденные предикаты в импликацию и прове-
рив на истинность. В случае неудачи попытаться решить следующую
задачу абдукции.

Кроме представленных эвристик для поиска коэффициентов, при-
меняется эвристика для уменьшение веток синтезируемой программы:

Поглощение веток. Так как техника генерации ветвей ленива и ос-
нована на моделях, трудно оценить качество получаемых формул. Воз-
можно, в следующих итерациях алгоритм генерирует более слабое пред-
условие, предлагая альтернативную ветвь некоторой существующей.
Для этого выполняется проверка подстановки, чтобы определить та-
кие случаи и, следовательно, сделать финальные решения более ком-
пактными. Проверка заключается в запросе SMT-решателю: для любых
двух веток i и j, если истинно πi(x̄) =⇒ πj(x̄), то ветка j удаляется.
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6. Экспериментальное исследование
Оценка полученной реализации была проведена по спецификаци-

ям с множественными вызовами, взятых из соревнования синтезаторов
SyGuS-Comp3, сложным спецификациям, созданным вручную, а также
по спецификациям с одиночным вызовом из SyGuS-Comp.

В качестве конкурирующего инструмента рассматривался CVC4, по-
скольку он является алгоритмически самым близким и самым недавно
разработанным инструментом. CVC4 реализует комбинацию синтеза,
основанного на опровержении (раздел 2.7.1), и перечислительного син-
теза (раздел 2.5) [13].

Каждое решение инструмента MI-SYNT было проверено с помощью
подстановки реализации синтезируемой функции в спецификацию, ре-
ализовано это путем дополнительного SMT-запроса решателю с огра-
ничением ∀x̄.f(x̄) = ξ, где ξ — реализации функции

6.1. Спецификации с одиночными вызовами
Инструмент MI-SYNT был запущен на 50 спецификациях с одиноч-

ным вызовом из соревнования SyGuS-Comp.

• 19 спецификаций для функции максимума max с количеством ар-
гументов от 2 до 20.

• 17 задач синтеза для функции суммы findSum — арности от 2 до
10.

• 14 задач синтеза для функции поиска индекса ближайшего эле-
мента findIdx — арности от 2 до 15.

CVC4 и MI-SYNT оба решили все 50 спецификаций за сравнительно
одинаковое время (отличие в несколько долей секунд).

3https://sygus.org/
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6.2. Спецификации с множественными вызовами
Было рассмотрено 87 спецификаций с множественными вызовами:

41 нереализуемых и 46 реализуемых.
Общая сравнительная характеристика инструментов CVC4 и MI-

SYNT на спецификациях с множественными вызовами представлена в
таблице 1.

Синтезатор

Нереализуемые
спецификации (41)

Реализуемые
спецификации (46)

Решил Быстрее Решил Быстрее

MI-SYNT 34 8 35 26
CVC4 33 5 24 7

Таблица 1: Результаты сравнения CVC4 и MI-SYNT

6.2.1. Нереализуемые спецификации

10−1 100 101 102 103

10−1

100

101

102

103

MI-SYNT

CV
C4

Рис. 4: Сравнение MI-SYNT и CVC4 на нереализуемых спецификациях.
Каждый треугольник на графике представляет пару времен выполне-
ния (сек × сек). Таймауты размещены на границах.

В течение 900 секунд MI-SYNT решил 34 из 41 нереализуемых спе-
цификаций (в то время как CVC4 решил 33). Время выполнения MI-
SYNT находится в диапазоне от долей секунды до 5,53 с (в то время
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как для CVC4 до 676,49 с). Из 41 эталонного теста 17 заняло нетри-
виальное время (более 1 секунды) обоими синтезаторами: в 8 случаях
MI-SYNT обошёл по времени исполнения CVC4 и в 5 случаях CVC4 не
решил спецификации, на которых MI-SYNT завершился (остальные 4
не были решены ни одним из инструментов). Сравнительная статистика
времени исполнения MI-SYNT и CVC4 представлена на рисунке 4.

6.2.2. Реализуемые спецификации

10−1 100 101 102 103
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100

101

102

103

MI-SYNT

CV
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Рис. 5: Сравнение MI-SYNT и CVC4 на реализуемых спецификациях.
Каждый треугольник на графике представляет пару времен выполне-
ния (сек × сек). Таймауты размещены на границах.

Из 46 тестов MI-SYNT решил 35 (в то время как CVC4 решил 24).
Время работы MI-SYNT варьировалось от доли секунды до 40,51 се-
кунды (в то время как для CVC4: до 445,66 секунды). Более того, 38
тестов заняли нетривиальное время как по MI-SYNT, так и по CVC4: в
26 случаях MI-SYNT превзошел CVC4 по времени исполнения, и толь-
ко в 7 случаях CVC4 превзошёл MI-SYNT. Сравнительная статистика
времени исполнения MI-SYNT и CVC4 на реализуемых спецификациях
показана на рисунке 5.

По не решенным инструментом CVC4 спецификациям можно сде-
лать вывод, что CVC4 плохо работает на спецификациях, чьи реали-
зации функций содержат большие значения коэффициентов или кон-
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стант. Можно предположить, что основная причина этому — перечис-
лительный метод, который не позволяет перебрать большие значения
констант из-за плохой масштабируемости.
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Заключение
В рамках работы были достигнуты следующие результаты.

• Описаны ключевые понятия функционального синтеза. Проана-
лизированы существующие подходы к синтезу: функциональный
синтез, синтаксически-управляемый синтез. Выявлены их недо-
статки и достоинства.

• Разработан алгоритм синтеза нерекурсивных функций по специ-
фикациям теории линейной целочисленной арифметики с одиноч-
ным вызовом с использованием модельных проекций и подстанов-
ки вместо вызовов функции шаблонов (9) для термов.

• Разработан алгоритм синтеза нерекурсивных функций по специ-
фикациям теории линейной целочисленной арифметики с множе-
ственными вызовами, использующий мультиабдукцию для поиска
предусловий.

• Был реализован программный инструмент MI-SYNT как расши-
ряющий модуль синтеза по спецификациям с с одиночными и мно-
жественными вызовами для решателя Z3 на языке программиро-
вания C++.

• Проведено экспериментальное исследование на 50 спецификациях
с одиночным вызовом и 87 спецификациях с множественными вы-
зовами, часть которых взята из SyGuS-Comp. MI-SYNT смог ре-
шить 69 спецификаций с множественными вызовами, в то время
как известным синтезатор CVC4 смог решить только 55 задач, что
доказывает конкурентоспособность реализованного инструмента.
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